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Hinweise zu den Anregungen zum Nachdenken und fir e

zu A 12.1:
((eigene Aktivitaten))
zu A 12.2:
((eigene Aktivitaten))
zZu A 12.3:
((eigene Aktivitaten))

igene Untersuchungen

zu A 12.4:
n M c 95%-Umgebung Breite des Breite des
von U 50%-Trichters 95%-Trichters
1000 500 15,81 [469 ; 531] 0,5106 - 0,4894 = 0,0212 | 0,531 - 0,469 = 0,062
5000 2500 | 35,36 [2431 ; 2569] 0,5048 — 0,4952 = 0,0096 | 0,514 — 0,486 = 0,028
10000 | 5000 50 [4902 ; 5098] 0,5034 - 0,4966 = 0,0068 | 0,510 - 0,490 = 0,020

zu A 12.5: Ein Wirfel wird n-mal geworfen. Bestimmen Sie mithilfe der Sigma-Regeln die Intervalle um den

n i o 95%-Umgebung Breite des Breite des
von H 50%-Trichters 95%-Trichters
600 100 9,13 [82; 118] 0,0204 0,060
3000 500 | 20,41 [460 ; 540] 0,0091 0,027
6000 | 1000 | 28,87 [943 ; 1057] 0,0064 0,019
Zu A12.6:
Ergebnisse des Anzahl Ergebnisse des Anzahl
5-fachen Wurfs der Runs 5-fachen Wurfs der Runs
WIW|W|W|W 1 WIW| W |W]| Z 2
Z | W |W | W| W 2 Z | W | W|W]| Z 3
W|Z|W|W|W 3 W|Z | W |W]| Z 4
Z | Z | W |W|W 2 Z | Z | W|W ]| Z 3
WIW[|Z |W|W 3 WIW|Z|W|Z 4
Z | W|Z |W|W 4 Z | W|Z|W]|Z 5
W|Z|Z|W|W 3 W|Z|Z|W]|Z 4
Z | Z | Z |W|W 2 Z | Z | Z|W]|Z 3
WIW[W|Z|W 3 WIW | W|Z | Z 2
Z | W|W|Z|W 4 Z | W|W|Z | Z 3
W|Z|W|Z|W 5 W|Z | W|Z ]| Z 4
Z | Z|W|Z|W 4 Z | Z | W|Z | Z 3
WIW|Z|Z|W 3 WIW|Zz|Z]|Z 2
Z | W| Z|Z|W 4 Z | W | Z|Z|Z 3
Wl lZ|Z|Z|W 3 Wl|lZ |z |Z]|Z 2
Z |72 |2 |Z|W 2 Z |z |z |Z]|Z 1

Von den 32 mdglichen 5-fachen Munzwarfen sind 2 mit 1 Run (Wahrscheinlichkeit -5 =<1 ), 8 mit 2 Runs
(Wahrscheinlichkeit £ =), 12 mit 3 Runs (Wahrscheinlichkeit 42 =2, 8 mit 4 Runs (Wahrscheinlichkeit

< =2)und 2 mit 5 Runs (Wahrscheinlichkeit % = & ).

32
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zZu A12.7:
((eigene Aktivitaten))

zu A12.8:

Wie im Text erlautert wird, stimmen die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Anzahl der Wappen fur den
(n —1)-fachen Miinzwurf und die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die Anzahl der Runs beim n-fachen
Munzwurf Gberein — mit einer um 1 Einheit verschobenen Skala.

Da der Erwartungswert der Anzahl der Wappen beim (n - 1)-fachen Minzwurf gleich 2 [{n -1) =5 [h -3 ist,

ergibt sich nach Verschieben der Skalaum 1 Einheit 20h-1+1=10h+1=10n+1).

ZUA12.9:

(1) Die Laplace-Bedingung besagt: 6 >3, also: 23/n-1>3 = Yn-1>6 = n-1>36 = n>37

(2) o=3% [3/49 = 3,5; 1,960 = 6,86, also p— 1,960 = 18,64 und p + 1,960 = 32,36. Mit einer
Wahrscheinlichkeit von ca. 95 % wird die Anzahl der Runs im Intervall zwischen 19 und 32 liegen.

zu A 12.10:
» 3-faches Drehen des Glicksrads
Ergebnis | Wahrschein- Anzahl Ergebnis | Wahrschein- Anzahl
lichkeit der Runs lichkeit der Runs
www p3 1 ZWW p%q 2
WWz p%q 2 ZWZ pg? 3
W2zZW p%q 3 ZZW pg? 2
wzz pg? 2 2727 g3 1
Anzahl Wabhrscheinlichkeit Berechnung des
der Runs Erwartungswerts
1 p3+g? =1 - 3pq 1-(1-3pq)
2 2 - (P?9+p9?) =2pq - (P+q) = 2pq 2-2pq
3 p>a+pg* =pq - (p +q) = pq 3-pq
Summe 1 1+ 4pq

e 4-faches Drehen des Gliicksrads

Ergebnis | Wahrschein- Anzahl Ergebnis | Wahrschein- Anzahl
lichkeit der Runs lichkeit der Runs
WWWW p’ 1 ZWWW p3q 2
WwWwz p3q 2 ZWWZ p2g? 3
WW2zW p3q 3 ZWZW p2g? 4
Wwzz p2g? 2 ZWZZ pg? 3
WzZWwW p3q 3 ZZWW p2g? 2
wWzwz p2g? 4 ZZWZ pg? 3
wzzw p2g? 3 ZZ7Z\WN pg? 2
wzzz oK 2 7777 q 1
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p*+q*+ 4 - (p3g + p2g? + pagd) + 6 - (p3q + P22 + pgP) + 8p2g?

p*+ 10p3q + 18p2g2 + 10pgs + q°

(p* + 4p3q + 6p2c2 + 4pg® + q°) + 6 - (p3q + 2p2g2 + pg)

(p+a)'+6pqg-(p2+2pq+q2) =1+6pq-(p+0)?2=1+6pq

ZUA12.11:

O [H|Oo|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o
m N [H|H|Oo|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|d|d|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o
o
co
emv < |H|H|H|H|[o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|lo|dH|H|o|o|o|o|o|lo|o|o|o|o|o|o|o|d|d|dH|H|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o
0 «(©
mL
..&n_r.v M [HAA|A|A|dA|HA A |HA|Hd|O|O|O|O|O|d|dHd|d|dH|O|O|O|O|O|dHd|dH|O|0|0|dHd|dHd|Hd|Hd|dA|dA|dA|[d|O|O|O|dH|H|O|O|O
o]
©
£
m AN [H|A| A A A | A | A A | A | A A A | A | A A A | A | A A A | H O HA | A | A A A | A | A A || A | A A | A | A A A | A A A || O
[ || A A A | A | A A || A A A | A | A A A | A | A A A | A A A | A | A A A | A | A A | A | A | A A | A A A A | A A A A A A
O H|Oo|Oo|Oo|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o
(%)
me N [O|H|O|Oo|Oo|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|dH|H|Oo|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o
o
o))
Hm < [O|o|d|d|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|d|d|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o|H|o|o|d|o|o|o|o|o|o|o|o|o|o
=
mnr.v ™M [O|o|o|O|dH|d|d|[N|H|O|O|O|0|0O|H|O|O|dH|[O|Oo|o|Oo|Oo|dH|d|Oo|o|O|dH|dH|O|0|O|O|dH|dH|O|O|0|dH|(dH|O|O|O
©
©
m AN [O|0|O|d|H|O|H|O|H|N[dA[N|M|N|[HA|[H|O|O[H|N|H|O|[H|O|d|(N|[dH|N|[H|(O|O|O|O|0|0|dH|(N|[H|N|[H([O|H|O|H
<
— [O|d|N[O|d|M|dH|O|H|N[TF|(N|O|N|[H[O|N|M [T |N|TF|O(F| MDA [N|F|N[A[MD|N|AHA|AN|D AN |[F|N|[AHA[M S |O[|T
SIZIZIZIZIZIZIZIZIZIZIZIZIZIEIZEIZZIZIZIEIZEEEIZEIZEIZIZININININININININININININ
ZZZZZZ 222222222 |ZNIN|NIN|NINININ|NINININININININZ | Z 222222122212
)
5 222222 |ZZIN|NIN|NININININIZ|ZZ(Z|Z 2|2 [Z2|N|N|NIN|NINININIZ|Z 222222 |N|N|NIN
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wlwlzlz[w[z]2]2]o]o]o]o] 1 1 0 0 0 0
zwlz[z[w]z]4]1]o]o]o[o] 1 1 0 0 0 0
wlzlzlz[w[z[3]o]1]o]o]o] 1 1 1 0 0 0
zlzlz[z[w]z]2]o]o|1]o]o]] 1 1 1 1 0 0
wlwiwlw[z[z[oJ1]o]1]o]o] 1 1 1 1 0 0
zww[w[z]z]1]1]1]o]o[o] 1 1 1 0 0 0
wlziwlw[z[z[2]2]o]oJo]o] 1 1 0 0 0 0
zlz[w[w[z]z]o[3]o]o]o[o] 1 1 0 0 0 0
wlwlzlw[z[z[2]2]o]oJo]o] 1 1 0 0 0 0
z/wlz[w[z]z]4]1]0o]o]o[o0o] 1 1 0 0 0 0
wlzlzlw[z[z[2]2]o]oJo]o] 1 1 0 0 0 0
z|lz|lz[w|]z]z]1]1]1]o]o][o0o] 1 1 1 0 0 0
wlwliw|z[z[z]o]Jo]2]o]o]o] 1 1 1 0 0 0
zw{wl[z[z]z]1]1]1]o]o]o] 1 1 1 0 0 0
wWlzlw|z[z[z[3]o]1]o]o]o] 1 1 1 0 0 0
zlz{wlz[z]z]1]1]1]o]o]o]] 1 1 1 0 0 0
wlwlzlz[z[zJoJr1]o]1]o]o] 1 1 1 1 0 0
zwlz[z]z]z]2]o]o|1]o0o]o] 1 1 1 1 0 0
wlzlzlz[z[z[1]oJoJo[1]o] 1 1 1 1 1 0
z]lz|z]z]z]z]oJo]Jo]o]Jo]1] 1 1 1 1 1 1

gesamt| 64 | 62 | 38 | 16 | 6 2
zu A12.12:

Da auch die Lange der Runs erfasst werden soll, werden Runs aus Nullen und Einsen getrennt ausgewertet,
hier zunéchst die Runs aus Nullen:

1. Schritt: Die Ziffern einer Dualzahl werden kumuliert, d. h., fortlaufend (von links nach rechts) addiert
(hellblau unterlegte Felder).

[1JofafafJoJofa[a[2[3[3][3]

An der Anzahl der Gbereinstimmenden Summenwerte kann man ablesen, wie viele Nullen hintereinander
aufgetreten sind:

— Zwei Einsen hintereinander bedeutet: Ein 0-Run der Lange 1 ist aufgetreten.
— Drei Dreien hintereinander bedeutet: Ein 0-Run der Lange 2 ist aufgetreten.

— Die Aufeinanderfolge der kumulierten Werte 1 — 2 — 3 bedeutet, dass nacheinander zwei Einsen
aufgetreten sind. Dass hier keine Null aufgetreten ist, erkennt man also daran, dass in der Liste der
kumulierten Werte die Summe 2 nur einmal vorkommt.

Aus diesen drei Beispielen kann man entnehmen, dass man die Anzahlen der Einsen, Zweien, Dreien usw.
in den sechs Feldern zéhlen und um 1 reduzieren muss: Wenn die erste Ziffer der Dualzahl eine Null ist, ist
auch die erste kumulierte Summe gleich null. Wenn die ersten Ziffern der Dualzahl Nullen sind, dann sind
auch entsprechend viele Werte bei den kumulierten Summen gleich null.

2. Schritt: In den gelb unterlegten Feldern wird festgehalten:
1. Feld: Anzahl der Nullen in den hellblau unterlegten Feldern;
2. — 7. Feld: Anzahl der Einsen, Zweien, .., Sechsen in den hellblau unterlegten Feldern vermindert um 1.

3. Schritt: In den gelb unterlegten Feldern wird gezéahlt, wie oft dort eine 1, 2, 3, ... vorkommt. Im Beispiel
findet man an erster Stelle eine 1, was bedeutet, dass ein 0-Run der Lange 1 in der Dualzahl vorkommt, und
an zweiter Stelle eine 1, was bedeutet, dass ein 0-Run der Lange 2 in der Dualzahl vorkommt.

[1fofsfaJofofafa]2[3[3[3]ofafof2[a]-a]-a[1[1]o0]0f0f0]

Weitere Beispiele:

oj2)1/1/j0}j2,0j1}]2]3|3/4|]2]0|J0]J]1]|]0O0]-2|-1]2]|]0]0|J0]O0]O0
oj6oj12/1j2j0,0/j0}j12})23;3}]2|]0j0J1|-1]-12|-1]1]12)]0|0]0]O0

Im zweiten Teil der Tabelle geht man dann tber zur Komplementérzahl der gegebenen Dualzahl (im ersten
Beispiel also zu 010011) und z&hlt bei dieser die Haufigkeit der 0-Runs verschiedener Lange, d. h., die
Haufigkeit der 1-Runs verschiedener Lange der urspriinglich gegebenen Dualzahl. AnschlieRend werden
diese beiden Verteilungen zusammengefasst.
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zZu A12.13:
(@ P(E)=2R3F=2>05

(b) Oktaeder: P(E) = 2 [L 2 2 = 0,410, Dodekaeder: P(E) = 2 1 332 = 0,573,

Ikosaeder: P(E) =22 (3 (32 3L = 0,727

zu A 12.14:

1/100
n

2/100

99/ o
00
9

1
1
u 9

zu A 12.15:

a =101-k ; pk:ﬁ)_komk—l; ax =1-py

98/
00
%

1

3/100
n

3

4/100
0

B

97/ 96/
100 100
- -

5/100
0

zu A 12.16:
10% [ 25% | 50% | 75 % | 90 %
Ikosaeder 2,5 4 55 7,5 9,5
Zufallsregen 5 8 12 17 21
0 5 1‘0 0 'é'“'1'0""1‘5""2‘0""25
ZUuA12.17:
Kyo =046 3/n | kys =0,76 B/n | kgy =118 3/n | kos =1675/n | kg, =21503/n
Roulette 3 7 10 13
Panini-Bilder 11 19 29 41 53
o 5 10 15 2| |0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60
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Kontrollrechnungen mit Tabellenkalkulation

Roulette
n P(E)
3 0,080
5 0,246
7 0,453
8 0,557
10 |0,737
13 | 0,909

Panini-Bilder
n P(E)
12 | 0,105
19 | 0,250
29 | 0,497
41 | 0,753
53 | 0,906

zu A12.18:

365 864 363 50 849 36 (835 §34  349,5132 _( 15582 _ ( _ 155|365 %~( —15,5)%_ e o
365 Egess Egess C. E%ss E%ss L. Egss Egss Egss = ( 365 = 365/ L 365 =€ =€ = 0,257

ZUA12.19:

_ - _ _ _ _ _ 1)k
¢ DO Gk [ OeSek [Relok [k = (20 = (- 4d)

2n

k Faktoren werden durch die k-te Potenz des mittleren Faktors approximiert

k
2n\2n Kk _k(k-1) k2
. 1—_k -1 " = (e_(k_l))% —e 20 =g 2n
2n

Umformung nach Potenzregeln und ersetzen durch Approximation durch Potenz von e, im letzten Schritt

k(k—l)_k2+1
2n 2n 2n /"

1
wird der Faktor e vernachlassigt (

Zzu A 12.20:
. %H‘%H‘;—ZDHE?”;"‘ D..L“g'k D.”f;k Bﬂ*ﬁ'k =1@-4H@-2)0. E@l—%)

Im ersten Schritt werden die einzelnen Faktoren anders notiert.

k-1 (k-1)R

n 2n

- 1E-YH)m-2)0g-h=e 'O " =e

Da (1-2)" =e™ gilt fur die n-te Wurzel: 1-2 = e . Das Produkt der Potenzen mit Basis e ist gleich der

Potenz von e mit einem Exponenten, der sich aus der Summe der einzelnen Exponenten ergibt:
1+2+3+...+(k-1)=%-(k-1)" k.
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Zu A12.21:

k2

e =01 - —% =In(0,)) = k =+/-2n0n(0,1) =+/-20n(01) B/n =21503/n

k2

e 20 =025 - —% ~In(0,25) - k =+/-2n0n(0,25) = ,/-2n(0,25) 3/n =167 E/n

k2

2 2
e " =075 < —‘2‘— =In(0,75) < k =+/-2n0n(0,75) =/-20n(0,75) &/n = 0,76 &/n
n

k2

e2n=09 = —% =In(09) = k =,/-2n0n(0,9) = /-20n(09) &/n =0,46 &/n

zu A 12.22:
Tetraeder: —1+1+1+1—1+i+i+i—4ml+l+1+1)—83
'ﬂ_ggi_321_4321_'
4 4 4
Oktaeder: —1+1+£+ o1y 1—1+ +&+  +E+8 =g+ i+l 1+ =217
- H= 7te ettt L= 8 7 6 217
8 8 8 8
Dodekaed 1+i+i+ +i+i 1+82+ 2+ + 2+ 21200+ L+ +..+1+3) =372
odekaeder: 4= 11 10 2 - 10 1 12 11 10 2 1/ 790
12 12 12 12
Ikosaeder: —1+i+i+ +i+i—1+ﬂ+§+ +204+20 0L+t + 14+ 41 +1) 720
- H= 19 18 U 2 1~ 9 18 2 1 T 20 19 18
20 20 20 20
Zu A12.23:
(a) Analog zu den Beispielen gilt allgemein:
1 1 1 1 — 1 1 1 141\ —
U= 1+ﬁ+ _2+ +7+—_1+ﬁ+ﬁ+,_,+%+%_n[qﬁ+m+ﬁ+_,,+5+1)_n[l]—ln
n n n n

(b) In Kap. 2 wurde die Ungleichung In(n) + 2 <H_ <In(n)+1 hergeleitet. Im Einzelnen ergibt sich fir die
regelmanRigen Polyeder:

Tetraeder: In(4) +5 <H, <In(4)+1, also 6,545 <4 - H, < 9,545

Hexaeder: In(6) +% <Hg <In(6)+1, also 11,751 <6 - H, < 16,751
Oktaeder: In(8) +% <Hg <In(8)+1, also 17,636 <8 - Hg < 24,636
Dodekaeder: In(12) + 5 <H,, <In(12)+1, also 30,819 < 12 - Hy, < 41,819

lkosaeder: In(20) + 55 < H,, <In(20) +1, also 60,915 < 20 - Hy < 79,915

zu A 12.24:

Die Anzahl der notwendigen W irfe liegt mit einer Wahrscheinlichkeit von ca. 50 % im Intervall zwischen ks
und kzs, wobei man den unteren Wert (wegen des Kunulierens) weglasst:

P(kzs < N < kys) = P(10 < n < 17) = 0,473

Dieser Wert wird etwas glinstiger, wenn man oben noch einen Wert hinzunimmt: P(10 <n < 18) = 0,513
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zu A 12.25:

H [

HI

0 5 10 15 20

L A B
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Tetraeder: P(5 <n < 10) = 0,546

Oktaeder: P(15 < n < 25) = 0,489

—H [

o o L L
0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60

0O 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120

Dodekaeder: P(27 < n < 43) = 0,490

zu A 12.26:

Ikosaeder: P(54 < n < 83) = 0,507

H T

L
0 20 40 60

@)

B L o o o
80 100 120 140 160 180 200

— [

(b)

100 120 140 160 180 200 220 240

zZu A12.27:

n=32: kys = & [(B2[(32+140)-10=100; ke, = & [(B2[(32+175) -10 = 122;

kss =& [B2[(32 +220)-10 = 151

n=37: kyg = & [B7 (37 +140) —10 =121; kg, = & [B7 ({37 +175)-10 =147

kys = & [B7 ({37 +220) - 10 = 180

Zu A 12.28:

(a) Tetraeder: 4 - 0,368 = 1,5 ; Hexaeder: 6 - 0,368 = 2,2 ; Oktaeder: 8 - 0,368 = 2,9 ;

Dodekaeder: 12 - 0,368 =4,4 ;

Ikosaeder: 20 - 0,368 = 7,4 (d. h. ca. 7 der 20 méglichen Augenzahlen sind nach 20 Wirfen noch nicht

aufgetreten, also ca. 13 sind aufgetreten)

Hinweis: Wenn man mit den exakten Wahrscheinlichkeiten rechnet, ergeben sich ahnliche Werte:

4 _ L1 1\6 _ L1 1\8 L1 1812 .1 1120 _
(1-1)* =0316; (1-1)° =0335 ; (1-1)°* = 0344 ; (1-1)? =0352 ; (1- 2)* = 0,358

(b) Nach n Wiirfen hat der Zustand k (= k verschiedene Ergebnisse) die grofite Wahrscheinlichkeit

Tetraeder (1-21)4 =25

k 2 3 4
P(4k) | 0,328 | 0,563 | 0,094

Hexaeder (1-1)[6 =38

k 2 4 5
P(6.k) | 0,231 | 0,502 | 0,231
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Oktaeder (1-1)B =51

k 4 5 6
P(8,k) | 0,170 | 0,421 | 0,320

Dodekaeder (1-1)[12 =7,6

k 7 8 9
P(12,k)| 0,281 | 0,356 | 0,199

Ikosaeder (1-2)[20 =126

k 12 13 14

P(20,k) | 0,237 | 0,281 | 0,203
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