Heinz Klaus Strick: Mathematik ist wunderschon (2. Aufl.), Springer-Verlag, ISBN: 978-3-662-61681-9

Hinweise zu den Anregungen zum Nachdenken und fire  igene Untersuchungen

zu A 10.1:

g9g0g0

Bezeichnet man die 12 Flachen des Dodekaeders wie in der Abbildung, dann sind zu jeder der Flachen
jeweils funf Flachen benachbart, dirfen also nicht gleich gefarbt werden.

1|12 |3 |(4|5|6|7)|8|9(10|11]12
1 X | X | x| x| X
2 | x X X X | X
3 | x | X X X | X
4 | x X X X X
5 | x X X X | X
6 | X | X X X | X
7 X | X X X | X
8 X | X X X X
9 X X X X X
10 X | X X X | X
11 X | X X X X
12 X | X | x| x| X

Wahlt man beispielsweise fur Feld 1 die Farbe griin, dann wére es auch zulassig, das Feld 7 griin zu farben;
infolge dessen waren aber auch die Felder 8, 11 und 12 gesperrt (in der Tabelle durch ,,0* markiert).
AuRRerdem kdnnte auch noch beispielsweise das Feld 9 griin gefarbt werden. Wenn 9 gruin gefarbt wird, ist
aber zusatzlich Feld 10 gesperrt.

Wahlt man fur Feld 2 die Farbe gelb, dann wére es zuléssig, Feld 4 gelb zu farben; infolge dessen wéren
aber auch die Felder 5, 7 und 11 gesperrt (7 ist schon grin gefarbt). AuRerdem kdnnte auch noch
beispielsweise das Feld 10 gelb gefarbt werden. Wenn 10 gelb gefarbt wird, ist aber zusatzlich Feld 12
gesperrt.

Wahlt man fur das Feld 3 die Farbe hellblau, dann wére es zuldssig, auch Feld 5 hellblau zu farben; infolge
dessen waren aber auch die Felder 6, 10 und 11 gesperrt (10 ist schon gelb gefarbt). Es bleibt noch das
Feld 12, das fur die Farbung mit hellblau infrage kommt.

Schlief3lich sind noch die Felder 6, 8 und 11 nicht gefarbt. Eine Kontrolle zeigt, dass deren gemeinsame
Farbung mit orange zulassig ist.

Durch den beschriebenen Algorithmus wurde dargestellt, wie eine Farbung erfolgen kann. Dabei wurde
deutlich, dass bei den ersten Schritten auch alternative Entscheidungen mdéglich gewesen waren.

Nach der Entscheidung, Feld 1 griin zu farben, gab es 6 Auswahlmdoglichkeiten fur ein nicht-benachbartes
Feld, das ebenfalls griin gefarbt werden soll. Hierdurch gab es Einschréankungen, die dazu fuhrten, dass als
drittes Feld fur griin nur noch zwei Moglichkeiten bestanden. Im ersten Schritt gab es also 6 - 2 = 12
Auswahlmaéglichkeiten (nach der Entscheidung fir Feld 1).
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Nach der Entscheidung, Feld 2 gelb zu farben, gab es es 5 Auswahlmdéglichkeiten fiir ein nicht-benachbartes
Feld, das ebenfalls gelb gefarbt werden soll. Hierdurch gab es Einschréankungen, die dazu fuhrten, dass als
drittes Feld fiir gelb nur noch zwei Méglichkeiten bestanden. Im zweiten Schritt gab es also5-2 =10
Auswahlmadglichkeiten (nach der Entscheidung fur Feld 2).

Nach der Entscheidung, Feld 3 hellblau zu farben, gab es es 4 Auswahlmdglichkeiten fiir ein nicht-
benachbartes Feld, das ebenfalls hellblau gefarbt werden soll. Hierdurch gab es Einschrankungen, die dazu
fuhrten, dass als drittes Feld fir hellblau nur eine Mdglichkeit bestand. Im dritten Schritt gab es also nur 4
Auswahlmadglichkeiten (nach der Entscheidung fur Feld 3).

Insgesamt gab es also fir die Farbung 12 - 10 - 4 = 480 Alternativen. (Eigentlich nattrlich mehr, denn fir die
erste Farbe gab es 12 Vorentscheidungsmoglichkeiten, mit welchem Feld man beginnt, fiir die zweite
blieben noch 9, fur die dritte dann nach 6 Moglichkeiten, welche Felder man als nachstes farben mdchte).

1|/ 2|3 |4|5 |6 |7]|8 ]9 10|11 |12
1 X X X X X o] o] o] o]
2 X X o] X o] X X o] o]
3 X X X o] X X o] o] o]
4 X X X o] X o] o] X o]
5 X o] X X 0] 0] o] X X
6 X X 0] 0] X 0] X X o]
7 o] X X o] o] X o] X X
8 | o X X o] o X X | o X
9 X o] o] o X X X | o] X
10 | o o] X X o] o] X X X
11 | o o] o] X X X o] X X
12| o | o o] 0| X X X | X X

(2) Einfache Alternativen erhéalt man, wenn man ein liegendes Dodekaeder langs des mittleren Streifens aus
10 regelmaRigen 5-Ecken aufschneidet oder wenn man von der oben liegenden Flache finf Streifen nach
unten aufschneidet. Bzgl der Farbung kann man so vorgehen wie in (1) beschrieben.

ks i

zu A 10.2:

Bezeichnet man die Eckpunkte der Grundflache eines Hexaeders mit A, B, C, D (wie Ublich im
Gegenuhrzeigersinn), dann kann jede der sechs Flachen eines Netzes auf vier Arten als Grundflache
ausgewabhlt werden, d. h., fur die sechs Flachen eines Typs gibt es 4 - 6 = 24 Mdéglichkeiten.

Dies gilt allerdings nur fur die Netze, die nicht punktsymmetrisch sind, d. h., fir die folgenden 12 von den
insgesamt 20 Netzen, die durch eine 180°-Drehung nicht in sich selbst Uberfiihrt werden.
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Bei den folgenden 8 punktsymmetrischen Netzen kann jede der sechs Flachen nur auf zwei Arten als
Grundflache ausgewahlt werden, d. h., fir die sechs Flachen eines Typs gibt es 2 - 6 = 12 Mdglichkeiten.

Insgesamt gibt es also 12 - 6 - 4 + 8 - 6 - 2 = 384 verschiedene ,Aufgaben, die Hexaedernetze zu
beschriften.

zu A 10.3:
G
h H g
E f
e F
p o]
m n
D
d c c
b
A a B

Um die Wege besser beschreiben zu kénnen, sind in der Abbildung die 8 Eckpunkte und 12 Kanten
beschriftet. Die méglichen kiirzesten Wege von A nach G verlaufen jeweils Giber den Mittelpunkt einer nicht
benachbarten Kante. Im Buch sind die sechs Wege wie folgt nummeriert:

(DA-M—G ;(QA-Mc=G ;(B)A-M,—G ;(4)A-M.-G ;5)A-M, -G ; () A—M, -G
Die 5+ 4+ 3+ 2+ 1 =15 mdglichen Kombinationen fir den Rundweg sind

D +@), @O +@), @)+ @), @) +(5), 1) +(6),

(2)+(3), (2 +(4), (2 +(5), (2 +(6),
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(3)+(4), (3) +(5), (3) +(6),

(4) +(5), (4) + (6),

(5) + (6.

wobei die umgekehrten Wege von G nach A mit einem Strich versehen sind.

Hinweis: Wenn man die umgekehrte Reihenfolge, also beispielsweise (2) + (1)’, als eigenen Rundweg
ansieht, handelt es sich um insgesamt 30 Rundwege.

2)
————oO
2
G 0
2 6
6
4 4
>
4
4 3
0—]
———0 ﬁ
J D r— o0
4 4 4
zu A 10.4:

Bei der ersten Sequenz sieht man die drei mdglichen Ansichten der Ecke, an der die drei Flachen mit roter,
pinker und blauer Farbung aneinander stof3en.

Da der Wiirfel 8 Ecken hat, gibt es 8 - 3 = 24 mdgliche Schragbilder.

Bei der beiden folgenden Sequenzen sieht man die 8 Ecken des Wiirfels mit den jeweils drei
zusammentreffenden Flachen.

zu A 10.5:
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zu A 10.6:

zu A 10.7:
1) 2)

zu A 10.8:

Dass die Strecken die Seitenldnge x haben miissen, ergibt sich durch eine einfache Uberlegung mithilfe des
Satzes von Pythagoras. Dazu betrachte man z. B. das rechtwinklige Dreieck, das entsteht, wenn man die
Strecke oben bis zur Kante oben rechts verlangert (Kathete a), und den Schnittpunkt dieser Verlangerung
mit der Kante dann mit dem Mittelpunkt der Strecke der rechten Seitenflache verbindet (Kathete b). Die

Hypotenuse c dieses rechtwinkligen Dreiecks ist die Hohe des dort entstehenden gleichseitigen Dreiecks mit
Seitenléange x.

b

ra

Die Verlangerung der Strecke mit Seitenlange x hat die Lange a =7 [{1-x), fur die Verbindung zur
Seitenmitte der Strecke in der rechten Seitenfléache gilt b =2, und die Hypotenuse die Seitenlénge:
c =§E{/§. Aus a2 + b2 = ¢, ergibt sich 1 [{1-x)?++=2[x2,d. h,,

N[

1_1 1y2
4 2X+4X+

also x =%Eﬁ\/§—1).

X2 =

NN
N

241y =1, x24x=1o iy =
X2+IX =2 o X2+ X =1 (X+3)

N[
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zu A 10.9:

Zeichnet man analog zu A 10.7 in der Verlangerung der oben liegenden Kante (Bezeichnung: s) ein
rechtwinkliges Dreieck ein, dann gilt:

Kathete (oben): a =3 [{1-s), Kathete (rechts): b= 3

Fir die Hypotenuse c gilt nach dem Satz von Pythagoras: c2=a2+b2=1[{l-s)?+4=3{2-2s+5s?)
Andererseits gilt fir eine Hohe h im regelmaRigen 5-Eck:

h? = (P E)2-LE2=((®+1)-1) 2= (B2 -1y sz =255 52

Aus h2 = c2 folgt dann weiter

o

S

(25 +5)32=2-25+52 = (2/5+4)32=2-25 « (J5+2)F2=1-5 <
W5-2)W5+2)32=(\/5-2)-(/56-2)B - s2+(5-2)B=45-2 ~ (s+€-2
s=g-Lf2=sf o1 -y)

=1
)Z—I,also

zu A 10.10:

A B

Beispielsweise verlauft der folgende Weg Uber alle Kanten:
A-C-F-A-D-B-E-D-F-E-C-B-A

zu A 10.11:

Im rechts abgebildeten Schlegel-Diagramm ist ein méglicher Hamilton-Weg rot eingetragen.
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zu A10.12:

Schneidet man bei einem Quadrat der Seitenlange s an den vier Ecken jeweils ein rechtwinkliges
gleichschenkliges Dreieck mit Kathete x und Hypotenuse z ab, dann sind die Seiten der Lange s — 2x und z

gleich lang, wenn gilt: s —2x =X [3/2 . Die Abschnitte von s stehen dann also im Verhaltnis x: x 3/2 : X, also
wie 1:+/2:1.

zu A 10.13:

T

Im rechts abgebildeten Schlegel-Diagramm ist ein méglicher Hamilton-Weg rot eingetragen.

zu A 10.14:

Im rechts abgebildeten Schlegel-Diagramm ist ein mdglicher Hamilton-Weg rot eingetragen.

D c
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Ein moglicher Euler-Graph kdnnte wie folgt aussehen:
A-D-H-A-B-F-C-B-E-Q-F-S-Q-P-T-S-G-C-D-G-T-H-P-E-A

zu A 10.15:
(1) Ein Oktaeder hat e = 6 Ecken, k = 12 Kanten, f = 8 Flachen.

Durch die Schnitte vervierfacht sich die Anzahl e der Ecken (e =6-e= 24). Die Anzahl k der Kanten
vermehrt sich um das Vierfache der bisherigen Anzahl e der Ecken, also um 6 [4 =24 (k =12 - k= 36).
Die Anzahl f der Flachen wird um die bisherige Anzahl e der Ecken grof3er, also um 6 (f =8 - f =14).

Die Euler’sche Polyederformel bleibt erfiillt: e -k +f =24-36+14=2.

(2) Ein Dodekaeder hat e = 20 Ecken, k = 30 Kanten, f = 12 Flachen.

Durch die Schnitte verdreifacht sich die Anzahl e der Ecken (e =20 - e= 60). Die Anzahl k der Kanten
vermehrt sich um das Dreifache der bisherigen Anzahl e der Ecken, also um 20 [B = 60 (k =30 - k= 90).
Die Anzahl f der Flachen wird um die bisherige Anzahl e der Ecken grofer, also um 20 (f =12 - f = 32).

Die Euler’'sche Polyederformel bleibt erfillt: e -k +f =60-90+32=2.

(3) Ein Dodekaeder hat e = 20 Ecken, k = 30 Kanten, f = 12 Flachen.

Durch die Schnitte verdreifacht sich beim Dodekaederstumpf die Anzahl e der Ecken, aber je zwei Ecken
fallen dabei zusammen (e =20 - e= 30). Die Anzahl k der Kanten vermehrt sich beim Dodekaederstumpf

um das Dreifache der bisherigen Anzahl e der Ecken, also um 20 [B =60, aber die bisherigen Kanten
entfallen (k =30 - k= 60). Die Anzahl f der Flachen wird um die bisherige Anzahl e der Ecken grofRer, also

um 20 (f =12 - f =32).

Die Euler’'sche Polyederformel bleibt erfiillt: e -k +f =30-60+32=2.

(4) Ein lkosaeder hat e = 12 Ecken, k = 30 Kanten, f = 20 Flachen.

Durch die Schnitte verflinffacht sich die Anzahl e der Ecken (e =12 - e= 60). Die Anzahl k der Kanten
vermehrt sich um das Funffache der bisherigen Anzahl e der Ecken, also um 12 [5 =60 (k =30 - k= 90).
Die Anzahl f der Flachen wird um die bisherige Anzahl e der Ecken groR3er, also um 12 (f =20 - f = 32).

Die Euler'sche Polyederformel bleibt erfillt: e -k +f =60-90+32=2.

zu A 10.16:

Durch das Abschneiden der Ecken des Dodekaeders entsteht aus dem regelméRigen 5-Eck mit Seitenldange
s ein Zehneck mit den Seiten z und s — 2x

s-2x

Die Seiten des 10-Ecks sind gleich lang, wenn die Bedingung z = s — 2x erflllt ist.
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Aus cos(36°) = 2= ZL =10 - z=x[® folgt: s-2x=x®.Die Seite des regelméaRigen 5-Ecks muss
X X
also im Verhaltnis x : x - @ : x, also im Verhaltnis 1 : ® : 1 geteilt werden.

zu A10.17:

(1) Schneidet man die Ecken eines Oktaeders jeweils bis zu den Kantenmitten ab, dann entstehen dort
jeweils quadratische Schnittflachen und von den vorherigen Dreiecksflachen bleibt jeweils nur das
Mittendreieck bestehen.

(2) Schneidet man die Ecken eines Ikosaeders jeweils bis zu den Kantenmitten ab, dann entstehen dort
jeweils 5-eckige Schnittflachen und von den vorherigen Dreicksflachen bleibt jeweils nur das Mittendreieck
bestehen.

zu A 10.18:

Das Rhombenkuboktaeder hat die Eigenschaft, dass sich die Oberflache aus drei zueinander orthogonalen
Bandern von Quadraten zusammensetzt, die jeweils die Form eines regelmafigen 8-Ecks haben. Daher ist
es am einfachsten, diesen Kérper aus einem regelmafRigen Hexaeder herzustellen: Zunachst fliihrt man vier
senkrechte Schnitte parallel zu den senkrechten Kanten durch, sodass ein Prisma mit 8-eckiger Grundflache
entsteht. Dann erzeugt man durch Schnitte ein zweites Band von acht Quadraten und schlie3lich — dazu
senkrecht — ein drittes Band.

zu A 10.19:

Laut Wikipedia versteht man unter den Herrnhuter Sternen mathematische Sternkdrper, die aus einem
Rhombenkuboktaeder als Grundkdrper mit aufgesetzten Pyramiden bestehen; hinsichtlich des Grundkérpers
gibt es auch noch andere Varianten. Da der Grundkdrper aus 18 Quadraten und 8 gleichseitigen Dreicken
besteht (vgl. A 10.18), mit insgesamt 24 Ecken und 48 Kanten, ergibt sich durch die aufgesetzten Pyramiden
die folgende Bilanz:

Durch die Pyramiden erhoéht sich die Anzahl e der Ecken um die Anzahl der Flachen des
Rhombenkuboktaeders (e =24 - e=24+26= 50). Die Anzahl k der Kanten verdoppelt sich

(k =48 - k= 96). Die dreieckigen Grundflachen werden jeweils durch drei Pyramiden-Seitenflachen
ersetzt, die quadratischen Grundflachen jeweils durch vier Pyramiden-Seitenflachen

(f=8+18=24 _ f =3[B+4[18=96).

Die Euler’'sche Polyederformel wird bei diesem nicht-konvexen Kérper nicht erfillt:
e-k+f=50-96+96%2.

Kap. 10 — Seite 9/ 15



Heinz Klaus Strick: Mathematik ist wunderschon (2. Aufl.), Springer-Verlag, ISBN: 978-3-662-61681-9

zu A 10.20:
» Tetraeder (n = 3):

Ordnet man 1 + 2 + 3 = 6 Tetraeder in Dreiecksform an, dann passen in die Licken 1 + 2 = 3 Oktaeder. Es
bleibt aber dann noch eine Licke, in die genau ein Tetraeder passt. Dann liegt eine ,,zweite Ebene" in
Dreiecksform vor, auf der man 1 + 2 = 3 Tetraeder und 1 Oktaeder und schlie3lich noch 1 Tetraeder stellen
bzw. einfiigen kann, sodass insgesamt ein Tetraeder mit 27-fachem Volumen des Ausgangs-Tetraeders
entsteht.

Bilanz: 27 [T =[(1+2+3)+1+(1+2)+1|T +[1+2)+1 O - 16-T=4-0 - 4-T=1-0

e Tetraeder (n = 4):

64T =[1+2+3+4)+(1+2)+(1+2+3)+1+(1+2) +1|T +[1+2+3)+(1+2)+1] O

- 64-T=24-T+8:0<40-T=10-0 = =« 4-T=1-0

e Tetraeder (allgemein):

Ordnet man 1+ 2+ 3 +... +n Tetraeder in Dreiecksform an, dann passen in die Licken 1+2+3+...+(n-1)

Oktaeder. Es bleiben noch 1+2 +3 +... +(n —2) Licken, in die ein Tetraeder eingefligt werden muss.

Dann liegt eine ,zweite Ebene” in Dreiecksform vor, auf der man
[1+2+3+...+(n-D]+[1+2+3 +..+(n —3)] Tetraeder und 1+2+3 +... +(n —2) Oktaeder stellen bzw.

einfligen muss usw.
Insgesamt entsteht ein Tetraeder mit n3-fachem Volumen des Ausgangs-Tetraeders.
Gesamtzahl der bendtigten kleinen Tetraeder:

[1+@+2)+@+2+3)+...+(@+2+3+...+n)| T +[1+(@Q+2)+(1+2+3)+...+(1+2+3+...+(n-2))|T

In der ersten eckigen Klammer steht die Summe der ersten n Dreieckszahlen, in der zweiten die Summe der
ersten n — 2 Dreieckszahlen . Dies kann man mithilfe der Tetraederzahlen ausdricken (vgl. Mathematik ist
schon, Kap. 16):

1+(1+2)+(1+2+3)+...+(1+2+3+...+n) =T {n+1) [{n+2) =2 {n3+3n2+2n) und
1+(1+2)+(1+2+3)+...+(1+2+3+...+(n-2)) =t {Qn -2) {n -1) [h = L [{n3-3n2 + 2n)

Gesamtzahl der bendtigten kleinen Oktaeder

[l+@+2)+@+2+3)+...+(1+2+3+...+(n-1)] O =1 n -1) [h [{n +1) [O = 1 [{n3 - n) [O
Bilanz: n*T =4 [{2n3+4n)T +¢{n3-n)[0 « ndd —-Z@n3+2n)0 =Z[{n*-n)[0 -

2n3-n)0 =in*-n)[O - 4-T=1-0

*  Oktaeder (n = 3):

Ordnet man 9 halbe Oktaeder in Quadratform an, dann passen in die Liicken 12 Tetraeder. In die Liicken
zwischen den Tetraedern kann man 4 Oktaeder einfligen. Es liegt dann eine ,zweite Ebene” vor, aus der 4
halbe Oktaeder herausschauen. Zwischen diese passen 4 Tetraeder und in die Liicken zwischen die
Tetraeder kann 1 Oktaeder eingefligt werden, sodass ein halbes Oktaeder mit 27-fachem Volumen eines
halben Oktaeders entsteht.

Bilanz: 27 £ 0 =9F O +12[T +4[0+4[T +1[0,also 4[0=16T ,d.h. 0=4[T.

»  Oktaeder (allgemein):

Ordnet man n2 halbe Oktaeder in Quadratform an, dann passen in die Licken 2 - n - (n — 1) Tetraeder. In die
Licken zwischen den Tetraedern kann man (n — 1)2 Oktaeder einfligen. Es liegt dann eine ,zweite Ebene*
vor, aus der (n — 1)2 halbe Oktaeder herausschauen. Dieses Verfahren wird fortgesetzt, bis zuletzt 1
Oktaeder eingefiigt werden kann. Insgesamt entsteht ein halbes Oktaeder, dessen Volumen dem n3-fachen
Volumen eines halben Oktaeders entspricht.
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Bilanz: m*E O =G O+2MOn-DT +(n-120O+2{n-1)[{n-2)T +(n-22[O +...+4 T +1[O
Auf der rechten Seite der Gleichung stehen so viele ganze Oktaeder:

1+4+...+(n-12=10n-1)h[{2n -1) = [{2n3-3n2+n) = 1 [(h® -4 [h? + 1 [h, zusammen mit dem ersten
Summanden sind dies + [h®+ ¢ [h ganze Oktaeder.

AufRerdem stehen rechts so viele Tetraeder:
220+2@BR+2@B+...+2Mn-1)=2[(22-2) +(32-3) +(42=4) +...+(n2-n)|

=20 [2n2 +3n2+n -6) -1 [nz+n -2)| = 2 [}t he - 1 (] = 2 [h (n2 - 1)

Hieraus ergibt sich fur die Bilanz:
(fhs-ims-imh)=(Eme-imM)D=2M{n2-)O=2Mhn2-1) T ,also +O=2T,

d.h. O=40

X

a
a

Die Seitenlange des Hexaeders wird als 1 angenommen; fir die Rechteckseite x, die in der Boden- bzw.
Deckflache des Wiirfels liegt, gilt x2 = 2a2

Die Lange y der anderen Rechteckseite kann wie folgt bestimmt werden: Diese Seite y ist Hypotenuse in
einem rechtwinkligen Dreieck, dessen Katheten die Lange 1 und b haben, wobei b2 =2 - (1 — a)?, also

y2=2—4a+2a?+ 12=3 —4a + 2a?
Esgilt: x3=y2 = 2a2=3-4a+2a? = 4a=3 = a=0,75

d. h., stellt man die beiden Seitenlangen des Rechtecks als Funktionsgraphen dar, dann schneiden sich die
beiden Graphen bei a = 0,75.

Die beiden Seiten des Rechtecks haben dann die Seitenldnge x =y =0,75 Q2 = 1060 . Dies ist das groRt-
magliche Quadrat, das man in einem Wrfel finden kann.

025 05 075 1
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zu A 10.22:

A o B

Es ist sinnvoll, ein Koordinatensystem so zu legen, dass der Ursprung O im Mittelpunkt der vorne liegenden
Kante liegt. Ein Schnitt senkrecht zur Tischplatte und parallel zur vorne liegenden Kante schneidet das
Tetraeder im vorderen Teil in vier Punkten, im hinteren Teil in drei Punkten. Diese Eckpunkte erhalt man,
indem man mit einem beweglichen Punkt P vom Punkt O aus in Richtung auf Punkt C wandert (also in
Richtung der y-Achse) und dabei jeweils die Koordinaten der Punkte mit gleicher y-Koordinate auf den
Strecken AC, BC, AD und BD bzw. DC bestimmt.

Fur die Punkte A und B werden ganzzahlige Koordinaten gewahlt: A (-1 | 0| 0), B (1 | 0 | 0); dann ergibt sich
C(0]V3|0)und D (0] 4v3 | 26).

0 0
Die ,Wanderung"“ von O nach C kann mithilfe der vektoriellen Darstellung OC :; =|0|+k \/§
0 0

beschrieben werden, mit 0 <k <1; bei k =1 erreicht man den FuBpunkt der Kérperhéhe des Tetraeders.

-1 1 1 -1
AC:x=| 0 |+k \/5 ; entsprechend ist dann BC: ; =|0|+k \/5 .
0 0 0 0
-1 1
Bei AD:x=| 0 |+k %\/5 muss der Richtungsvektor so angepasst werden, dass man beim
0 2.6

-1 3
Parameterwert k =1 im Punkt D ankommt, also AD: ; =| 0 [+k \/5 ; entsprechend angepasst werden

3
0 2.6

1 -3
muss die Darstellung von BD: BD :; =0 [+k \/5 .
0 2J6
Bei der Parameterdarstellung von DC muss beachtet werden, dass man sich bei k =3 in D befindet und bei
0 0
k =1in C: Die Darstellung DC ‘X = 1V3 |+k §\/§ muss daher verandert werden, indem man der
26 -246
~LAufhédngepunkt der Geraden durch D und C nach links verlegt, sodass die y-Koordinate null wird:

0 0
EC:x=| 0 |+k \/§

) -ve)
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0 0 0 0 0 0
Kontrollrechnung fir k =3: | 0 |+3 V3 =%\/§ Mirk=1: | 0 [+10) +/3 |=|43

V&) |-v6) (246 &) |-v8) Lo

» Fir 0 <k <3 erhélt man ein gleichschenkliges Trapez mit den Eckpunkten Py (-1+k |k Q/3 | 0) auf AC,
P, (1-k |k 3/3|0) auf BC, P; (1-3k |k 3/3 | k 2v6) auf BD und P, (-1+ 3k |k 3/3 | k [2v/6)auf AD.

« Fir <k <1 erhélt man ein gleichschenkliges Dreieck mit den Eckpunkten Q,(-1+k |k Q/3 | 0) auf AC,
Q, (1-k |k 3/3|0) auf BC und Qs(0|k 3/3 |6 —k 3/6) auf DC.

Schrégbilder fir k = 0,25; k =1 und k = 0,6 (dabei wurden Strecken, die orthogonal zur Gesichtsfeldebene

verlaufen, unter einem Winkel von 60° gegeniber Strecken abgetragen, die parallel zur Gesichtsfeldebene
liegen; die Lange wurde auf die Halfte verkirzt):

JAVAV/)

Der Flacheninhalt der Schnittfiguren ergibt sich wie folgt:

e Trapez

Lange m der Mittellinie = Mittelwert der Differenz der x-Koordinaten der Punkte P, und P, bzw. P; und P,
= 20(2-2k)+(2-6k)|=2-4k

Lange der Hohe h des Trapezes = z-Koordinate der Punkte P; und P, = k D?\/g

Flacheninhalt: Ay, = (2 - 4k) [k [2v6 = 446 [L- 2k) [k fiur 0<k <1

. Dreieck

Lange s der Grundseite = Differenz der x-Koordinaten der Punkte Q, und Q; =2 — 2k

Lange der Hohe h des Dreiecks = z-Koordinate des Punktes Q; = \/E -k [{/E
Flacheninhalt: Ay .. =+ 3/6 [2 - 2k) (- k) =+/6 [L-k)? fir L<k<1

Der Graph der abschnittsweise definierten Funktion A(k) sieht wie folgt aus:

Man beweise selbst, dass der Ubergang stetig und differenzierbar ist und dass das Maximum fiir k = 0,25
angenommen wird.
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zu A 10.23:

Legt man das abgebildete regelméafige Oktaeder mit Seitenldnge 2 so in ein Koordinatensystem, dass der
Mittelpunkt des Oktaeders im Ursprung liegt, die x-Achse nach rechts, die y-Achse nach hinten und die z-
Achse nach oben weist, dann haben die Eckpunkte die folgenden Koordinaten:

A(-1]-1]0),B(1|-1]0),C(1]1]0),D(-1|1]0),E(0]0|-+2),F(0]0]~2).

F

\ 7

E

Beim Schnitt senkrecht zur Ebene durch A, B, C, D und parallel zu AB ergeben sich 6-Ecke als
Schnittfiguren, beim Schnitt durch E und F entsteht ein Viereck (eine Raute!). Die Eckpunkte der 6-Ecke
liegen auf den Kanten AE, BE, BC, BF, AF und AD.

Die Koordinaten der sechs Punkte erhéalt man durch entsprechende Parameterdarstellungen der Geraden.
Im Folgenden wird nur der Schnitt im vorderen Teil des Oktaeders betrachtet (0 <k <1)

Man erhalt die folgenden Schragbilder fir k = 0,4; k = 0,7 und k = 1:

A

A(-1]-1]0),B(1]-1]0),C(1]1]0),D(-1]1]0),E(0]0|-v2),F(0]|0]+2).

P, auf AE: (-1+k | -1+k | —k 3/2), P, auf BE: (1-k | -1+k | —k [3/2 ), Ps auf BC: (1 | -1+2k | 0),
P, auf BF: (1—k | -1+k | k 3/2), Ps auf AF: (-1+k | -1+k | k 3/2), Ps auf AD: (-1 | -1+2k | 0).

Der Flacheninhalt der 6-Ecke ist doppelt so grof3 wie der Flacheninhalt der Trapeze oberhalb oder unterhalb
der Ebene durch A, B, C, D.

Lange m der Mittellinie = Mittelwert der Differenz der x-Koordinaten der Punkte P; und Pg bzw. P, und Pg
=102+(2-2k)]=2-k

Lange der Hohe h des Trapezes = z-Koordinate der Punkte P, und Ps = k E{/E

Flacheninhalt: 2 [A,,,., =2 {2 k) k B/2 fur 0<k <1.

Der zugehdrige Graph ist eine nach unten gedffnete Parabel; der zweite Teil der Parabel wurde (aus o. a.
Symmetriegriinden) erganzt.
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Zusatz: Das Sechseck hat gleichlange Seiten, wenn die Langen der Strecken P4Ps und PsPg
Ubereinstimmen, also wenn gilt: k = 0,5; denn

IP,Py|* = (—1+k —1+K)2+02+02 = (2k - 2)2 = 4 [{k — 1)2

IPPy|* = (-1+1-K)2+(-1+2k +1-k)2 + (—k 3/2)2 = k2 + k2 + 2k = 4k?
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