Heinz Klaus Strick: Mathematik ist wunderschon (2. Aufl.), Springer-Verlag, ISBN: 978-3-662-61681-9

Hinweise zu den Anregungen zum Nachdenken und fire  igene Untersuchungen

zu A9.1:

Aus ®' =1 =10 -1 folgt:

°
=0 mr=0r{o-1)=1-0"=1-(0-1)=2-10p

o2 =0l ?=0tf2-d)=2m -1=2(d-1)-1=2p -3

ot =0t =02 -3)=2-3m@*=2-30d-1)=5-30

allgemein gilt mit den Koeffizienten der Fibonacci-Folge (f, =0),f, =1, f, =1, f, =2, f, =3, f; =5, ....
ot=f,-f, d?=f, -, @, d°=f, B>-f,, d* =f —f, [,

allgemein: ®" =f, ., —f, @ und ® "V =f,  [®-f, , also: ®* =(-1)* [{f,,, —f ).

Hinweis: Man kann die Definition der Fibonacci-Zahlen auch auf negative Indizes erweitern; dann ergibt sich:
f,=1,f,=-1,f,=2,f,=-3,f,=5,...,also f , =(-)"" 0,

Hiermit ergibt sich:

O =f [W+f,, @?=f,[+f,, 2 =f +f,, ¢ =f, [D+f,

also ebenfalls die Rekursionsvorschrift: ®" =f [ +f _;

ZuA9.2:

i+i+ _____ +_+_+'__ :igi:igi:igi:i:i:(b
b P2 P3 <Dq>2<D3 ®1-F & 1 > v-1 -1
ZuA9.3:

O+1+1+ L =P +1+1+(P-1) =20 +1=@°

P2+ D+ P +1= DD +1+1+21)= D [@° = P

zu A9.4:

Nach dem Satz von Pythagoras gilt fir die Hypotenuse ¢ im Dreieck links:

=@ +(1f =07 + (@ 1P = Jo7 +(® —20 +1) =207 —20+1= 2 (G +1) - 20 +1=43

und fur die Kathete b im Dreieck rechts:

b=vV®? -1 = (®d+1)-1=D

zu A9.5:
Die Seitenlangen des Rechtecks stehen im Verhéltnis 1:(® -1), also 1:, d. h. im Verhdltnis ®:1.
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zu A 9.6:

(1) Nur dann, wenn die Verlangerung der Diagonale des horizontal gezeichneten Rechtecks genau durch
den oberen rechten Eckpunkt des vertikal gezeichneten Rechtecks verlauft, liegen zwei zueinander
ahnliche rechtwinklige Dreiecke vor. Die Katheten des kleineren Dreiecks stehen im Verhéltnis 1: @, die
des groReren im Verhdltnis @ :(® +1) . Da ®2= @ + 1 gilt, ist dieses Verhaltnis gleich ® : ®2, also

ebenfalls gleich 1: @.

(2) e2=(P+12+D2=(P2+2P +1)+ P2 =22+ 20 +1=2[P +1)+ 2D +1=4D +3, also e =+/4D +3 .
AuRerdem gilt: e =e; +e, mit €2 =d2+12=(d+1)+1=d+2 und
e2=(P-12+12=(P2-20 +1) +1= P2 - 20 +2=(P+1)-20+2=3 -], also: e =P +2 +/3- .

ZUA9.7:

Wie im Buch ausgefiihrt, hat das erste abgetrennte Quadrat (blau) die Seitenlange 1 und daher den
Flacheninhalt 1, das zweite abgetrennte Quadrat (griin) die Seitenldnge ® -1 und den Flacheninhalt

(-1 =2%.

Das dritte Quadrat (hellblau) hat die Seitenlange 1 — (® — 1) = 2 — ® und den Flacheninhalt
(2-of =(02f =0 (vgl. A0.1).

Das vierte Quadrat (rot) hat die Seitenlange (® — 1) — (2 — ®) = 2® — 3 und den Flacheninhalt
(2o -3F =(0=f =0 (vgl. A9.1).

Das fiinfte Quadrat (pink) hat die Seitenlange (2 — ®) — (2% — 3) =5 - 3® und den Flacheninhalt
(5-30F = (@] =0 (vgl. A9.1).

zu A 9.8:

Der Wurzelterm \/1—\/1—\/1—\/1—\/1—... erfullt die Bedingung a =+1-a . Hieraus erhalt man durch

Quadrierenaz=1-a.

\/§—1=\/§+1 1

Diese quadratische Gleichung hat die positive Lésung a = > > -1=90 —1=$.

zu A 9.9:

Der Wurzelterm \/n + \/n + \/n +yn++/n+... erfillt die Bedingung b =+/n+b . Hieraus erhalt man durch

Quadrieren b2=n + b.
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1+y/4n+1
—

Diese quadratische Gleichung hat die positive Losung b =

Beispielsweise ergibt sich fir n = 2: b=1+—28+1:2,d. h. 2:\/2+\/2+\/2+\/2+\/2+... ,
Mrn=6emmt9drb=1i1§iil=3,dh.3=J6+J6+J6+V6+J6+m

fir n = 12 ergibt sich: b :$:4' d.h. 4 :\/12 +\/12+\/12+\/12+\/12+...

fiir n = 20 ergibt sich: b:lil§911=5,¢h.5=J20+J20+J20+420+¢2o+m usw.

Allgemein gilt: k:Jkmk—n+kak—D+kak—n+Jkmk—n+kak—n+m

zu A9.10:

Die Grofe der Winkel kann auch mithilfe der Winkelsumme im Dreieck erschlossen werden: Aus o = 108°
ergibt sich 23 = 180° — 108° = 72°, also 3 = 36°. Hieraus folgt dann: 6 =108° — 3 = 72°, und weiter dann:
y=180°-2-5=36° also B =V, d. h., die von einem Eckpunkt ausgehenden Diagonalen teilen den Winkel
in drei gleich grof3e Teilwinkel.

zu A 9.11:
(1) Im spitzwinkligen goldenen Dreieck mit den Seitenlangen 1 und @ ergibt sich aus dem Sinussatz:

sin(36°) _ sin(72°)
1

,also sin(72°) = ® [3in(36°) .

Im stumpfwinkligen goldenen Dreieck mit den Seitenlangen 1 und @ ergibt sich aus dem Sinussatz:

sin(36°) _ sin(108°)
1

, also sin(108°) =sin(72°) = ® [3in(36°) .

Wendet man den Kosinussatz im spitzwinkligen goldenen Dreieck an, so findet man:
P2=12+P2-20p [t0s(72°) = 2P [tos(72°)=1 = cos(72°)= ﬁ =20 -1) und

12=p2+ P2 -2 [P2[¢0s(36°) = 1=2d2[(1-cos(36°)) - cos(36°)=1—?‘1ﬂ=1—§m2—¢)=§@

Und im stumpfwinkligen Dreieck ergibt sich:

®2=12+12-2[¢0s(108°) - c0s(108°)=1[(2-P)=1[(2-d-1)=1[{1-P) und

12=p2+12-2[® [¢0S(36°) ~ 2P [E0s(36°)=®P2 - C0s(36°)=20.

(2) Durch die Hohe im spitzwinkligen goldenen Dreieck ergibt sich: sin(18°) = cos(72°) =
@

im stumpfwinkligen goldenen Dreieck: cos(36°) =sin(54°) = % =20,

(3) Aus (1) und (2) sowie aus sin?(a) + cos?(a) = 1 folgt:

sin?(36°) = 1 — cos3(36°) = 1-+ [2=1-L[(d+1) =2 -1 =22 also

4
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cos(54°) =sin(36°) =1 [3/3

c0s?(18°) = 1 —sin?(18°) = 1-1[(® -12 =1-1[(2 - ®)

cos(18°) =sin(72°) =2 /2 + ®

Hieraus ergibt sich fiir den Tangens der Winkel:

tan(18°) =

tan(54°) = und entsprechend der Kehrwert fiir tan(36°).
J -® V3 ® V

-1 _

(®-12 _

V2+o

2+9

= \/2 — o und entsprechend der Kehrwert fir tan(72°),

18° 36° 54° 72°
sin | ;0®P-1) | 1@3-0 3 2+
cos | 102+ 3@ iG/3-0 ;e -1

2+ 1+ 3-¢ 2-P

-1 1
—3+7E¢D,also

Hinweis: Auch andere Darstellungen sind méglich, z. B.

tan(367) = 2= :\/3_¢ =\/i-% =3H2-®)-(®-1) =7-40,

® »2 Vo2
tan(180)_\/2—<1>E{/z—q: _\/(2—q>)2_ 4-40+P2 _ [4-4D+(D+1) _\/5—3q>
2+0 V2-0 V| 4-02 4-(D+1) 4-(D+1) 3-0
zu A9.12:
(0]
X
w

Aus Symmetriegrinden gilt: u = w.

Die im goldenen Rechteck auftretenden rechtwinkligen Dreiecke sind zueinander ahnlich, d. h. fur die
Verhéltnisse der Seiten gilt:

+
Xx:u:l=u:(v+x):®,d. h. %z%zu[ﬂd)—l) und %:%.Ersetztmanxin der zweiten Gleichung

durch u {® -1), dann ergibt sich:

_v+uld-1
()

uld=v+uld-u « v-u=0=u=v
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zu A 9.13:
D C
y
Q
X
u Vv
A = B

+ 1. Teil des Beweises
Fur die doppelten Flacheninhalte der Dreieck wird die Gleichheit vorausgesetzt, also
u-(x+y)=v-x=y-(Uu+v).

Aus u - (X +y) =y - (u+v) folgt durch Umformung:

l: = i , d. h., die Seiten AB und CB sind im selben Verhéltnis geteilt. Betrachtet man jeweils die
u+v Xx+y
Kehrwerte, so kann man dies auch so beschreiben: urv _x*y _ 1+l :1+1 SYX Uy
u y u y u vy vV oX
L u X . . u_y .
Aus u - (x +y) =v - xergibt sich:. —= o zusammen mit der Bedingung — == bedeutet dies:
vV Xty vV X

y_ X

X X+y

Teilstrecke zur Gesamtstrecke, d. h., BC ist im Verhéltnis des goldenen Schnitts geteilt. Insgesamt folgt
hieraus auch, dass auch die Strecke AB im Verhaltnis des goldenen Schnitts geteilt ist.

, d. h., die langere Teilstrecke von BC verhalt sich zur kiirzeren Teilstrecke wie die langere

. . . Y . u -
Alternativ kann man auch die beiden letzten Terme betrachten =Y und mit — -y kombinieren:
u+v X vV X

\Y

" =£, d. h., AB ist im Verhaltnis des goldenen Schnitts geteilt.
u+v v

. 2. Teil des Beweises

Vorausgesetzt wird die Teilung der Strecken AB und CB im Verhéltnis des goldenen Schnitts, also

Hieraus folgt: u - (x +y) =v - x (&uRBere Terme) und v - x =y - (u + V) (innere Terme), also die
Flachengleichheit der Dreiecke.

zu A 9.14:

X

Fur die Gesamtflache der sich orthogonal schneidenden Rechtecke gilt:

A=2-2x-2h—-(2x)2=4x - (2h —X)

Zwischen Radius r und den Seiten x, h besteht die Beziehung (Nebenbedingung):
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r2=h2z+ x2, also h =4/r2—x2 . Setzt man dies ein, so erhalt man einen Funktionsterm, der nur von x abhangt
(da r konstant):

A(X)=4x [{2E/r2-x2 - x)

Numerische Lésung: Das Maximum dieser Funktion liegt bei x = 0,526 - r , hieraus folgt h = 0,851 - r
und das Verhéltnis h : x = 1,618.

005 01 015 02 025 03 035 04 0456 05 055 06 065 07 075 08 08 09

Um die L6sung exakt zu bestimmen, betrachte man den Winkel a, den r und h im rot eingetragenen
rechtwinkligen Dreieck miteinander bilden. Hier gilt:

sin(a) =X und cos(a) =E, also x =r $in(a) und h=r [¢os(a) und hiermit
r r

A=2-2x-2h—(2x)2=4x-(2h—-x) =4 -r-sin(a) - (2 - r - cos(a) —r - sin(a)) , also

A=4r2-sin(a) - [ 2 - cos(a) —sin(a) ] =4r2-[ 2 - sin(a) - cos(a) — sin%(a) | = 4r2 - [sin(2a) — sin%(a) ]

Fur die Funktion f(a) mit f(a) = sin(2a) — sin%(a) gilt:

f'(a) = cos(2a) - 2 -2 - sin(a) - cos(a) = 2 - cos(2a) — sin(2a)

Die notwendige Bedingung f'(a) = 0 ist erflllt, wenn tan(2a) = 2, also wenn 2a = 63,43°, d. h., a = 31,72°.

Dies ist aber gerade das Seitenverhaltnis im goldenen Rechteck: tan(a) =% =% mit o = 31,72°.
Formale Lésung der Gleichung tan(2a) = 2: tan(2a) :Zta—n(a) =2 = tan(a) =1-tan%(a)
1-tan%(a)

V5-1_

Die quadratische Gleichung t2 + t = 1 hat die positive Lésung t = > %

(Die hinreichende Bedingung fiir das Vorliegen eines lokalen Maximums Uberpriife man selbst.)

zu A 9.15:

A

/

\/(

Im eingetragenen rechtwinkligen Dreieck gilt nach dem Satz von Pythagoras fir den unbekannten Radius r:

ee(f=ledf - r=g-4=

1
)
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zu A 9.16:

o

Fur den Winkel a in der Figur gilt: tan(a) = 2, also a = 63,43°.

Den Mittelpunkt des Inkreises erhalt man mithilfe der Winkelhalbierenden. Im rechtwinkligen Dreieck unten
gilt: tan(2 a) =r, also r = tan(31,72°) = -1 (zur formalen Lésung vgl. Lésung von A 9.14)

zu A9.17:

(1) In allen drei Dreiecken ist ein spitzer Winkel von 36° vorhanden; daher kann man die
Flacheninhaltsformel fur Dreiecke anwenden, wenn zwei Schenkel und der eingeschlossene Winkel
bekannt sind.

Fur das spitzwinklige goldene Dreieck mit Schenkeln der Ladnge ® am 36°-Winkel gilt:
A, =5 [®2[3in(36°) . Fir das blaue Teildreieck mit den Schenkeln der Lange 1 und ® am 36°-Winkel

gilt: A, =2 [0 [3in(36°) . Fir das griine Dreieck mit zwei Schenkeln der Léange 1 am 36°-Winkel gilt:
A, =2 [1[[3in(36°) . Die Flacheninhalte der drei Dreiecke stehen also im Verhéltnis ®2: @ : 1, also
AyiA TA, =01

(2) Betrachtet wird ein stumpfwinkliges goldenes Dreieck mit der Basis der Lange ® und den Schenkeln der
Lange 1. Bzgl. des 36°-Winkels gilt: A, =1t [1[3in(36°). Fur das blaue Teildreieck mit den Schenkeln
der Lange 1 und & am 36°-Winkel gilt: A, = [1[§; [3in(36°) . Fir das griine Dreieck mit zwei
Schenkeln der Lange 1 am 36°-Winkel gilt: A, =2 [1[[3in(36°) . Die Flacheninhalte der drei Dreiecke

stehen also im Verhéltnis A, 1A, 1A, =®:5:1.

zu A 9.18:
Die blau gefarbten 36°-144°-Rauten setzen sich aus zwei spitzwinkligen goldenen Dreiecken mit Schenkeln
der Lange 1 und daher einer Basis (= kiirzere der beiden Diagonalen der Raute) der Lange 4 zusammen.

Die griin gefarbten 72°-108°-Rauten setzen sich aus zwei stumpfwinkligen goldenen Dreiecken mit
Schenkeln der Lange 1 und daher einer Basis (= kiirzere der beiden Diagonalen der Raute) der Léange @
zusammen.

zu A 9.19:

Wenn das Quadrat links den Gesamtflacheninhalt 5 hat, dann hat dieses Quadrat die Seitenlédnge \/E

Diese Seitenlénge setzt sich zusammen aus der Breite a und der Hohe b eines Rechtecks, also a+b = \/E

Andererseits gilt: b + 1 = a (vgl. innen liegende Seite der Rechtecke), also (b+1)+b = \/E = b :\/ET_l :%.
Hieraus folgt fur die Breite der Rechtecke: b = ® (denna - b =1).

Die Trapeze in der rechts stehenden Abbildung haben die gleiche Hohe; daher ist die Mittellinie der Trapeze
genauso lang wie die Breite a der Rechtecke in der Abbildung links.
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zu A 9.20:

(1) Die beiden Radien ergénzen sich zu 1: ry +r, =+ =23 =22 =1. Nach dem Vier-Kreise-Satz gilt fur

die Radien der sich gegenseitig berihrenden Kreise:

2 2 2 2 2 2 2
735 R I Y B Y S ,also 2% +d* + lip|=|oror+ Loal
ro r r, R r, o rn R r, r,
Diese quadratische Gleichung kann nach r, aufgelost werden. Aus der Symmetrie der gegebenen Situation
ergibt sich, dass die beiden Losungen x; und x, der quadratischen Gleichung tbereinstimmen mussen.

Daher ist bei der Anwendung des Vieta’schen Wurzelsatzes (vgl. Mathematik ist schon, Seite 275) ein
einfacherer Weg mdoglich:

x1+x2=2x1=2EEi+1—%J=2[ﬂq>+q>2—1)=2[(q>+(q>+1)—1)=2[2q>,also M=o =10,.

0 rl
(2) Gemal der Rekursionsformel fur Pappos-Ketten ergibt sich:
1 (n+12 N 1 (n+1)2_(n+1)? N 1  (n+12 _(n+1)72 +i_ (n +1)2
r o R-r, R < 1- 3 1 < - 1

=(N+120+ 2~ (N +12=(N+12 [ + (P +1) - (n +1)2 = [(n + 12+ 1] @ ~[(n +1)2 -1

n+l

zu A 9.21:

(1) Das blau geféarbte Rechteck hat die Seitenlangen 1 und 3 , das grin geféarbte daher die Breite 1- ¢ = .
Da es sich ebenfalls um ein goldenes Rechteck handelt, hat d|eses Rechteck die Hohe 1 ; der Flacheninhalt
betragt daher _%-. Das hellblau geférbte Rechteck hat die Hohe 1-4 =, also die Breite —- und somit den

3

Flacheninhalt mi USW.

5

Da das Quadrat mithilfe dieser goldenen Rechtecke ausgeftillt werden kann, ist die Parkettierung mit den
kleiner werdenden goldenen Rechtecken eine Veranschaulichung der Gleichung &+ +§ +§ =1

(Formaler Beweis der Gleichung mithilfe der Summenformel fiir geometrische Reihen:
1 1 1 -1 1 1 - 1 -1 —
telede=ileted )z s =eE =1

(2) Staucht man die goldenen Rechtecke in der Abbildung links mit dem Faktor 2 , so erhalt man die

Abbildung rechts; aus den goldenen Rechtecken werden Quadrate, deren Summe ein goldenes Rechteck
mit der Breite 1 und der Hohe -1 ergibt.

zu A 9.22:

(1) Das blau gefarbte Rechteck hat die Héhe by = 1 und daher (wegen des vorgegebenen Formats) die
Breite a, = b, E-% :%. Der rechts ubrig bleibende Rechteckstreifen hat dann die Breite

a, =b, —q, =1—@ =% = 0,293 . Ein Rechteck mit dieser Breite hat im vorgegebenen Format die Hohe
b, = J2 @ = J2 E-IZ'—JE =2 -1= 0,414 . Es passen also zwei solcher Rechtecke Uibereinander (griin und
hellblau gefarbt). Oben rechts bleibt also eine rechteckige Flache der Breite 2 2 und der Héhe

b,=b, -2, =1-2 m\/_ 2-1)=3-2 /2 = 0172 . Das rot (und das pink) gefarbte Rechteck hat also diese

Hohe und daher die Breite a, :% (b, :% -2 E{/_) 3*F ~4 =0,121. Auch hier passen zwei Rechtecke des
Formats — diesmal nebeneinander. Nachdem auch das p|nk gefarbte Rechteck eingezeichnet ist, bleibt eine
rechteckige Flache der Breite a, =a, -2 &, =% *F -2 E*‘f 2= 10-27ﬁ ~0,050 und der Hohe 3-203/2 =0172.

Kap. 9 — Seite 8/ 17



Heinz Klaus Strick: Mathematik ist wunderschon (2. Aufl.), Springer-Verlag, ISBN: 978-3-662-61681-9

Das gelb und das oliv gefarbte Rechteck im vorgegebenen Format haben die Hohe
b, =2, =42 D‘O';—ﬁ =50@/2 -7 =0,071. Oben rechts bleibt also eine rechteckige Flache der Breite %

und der Héhe b, =b, —2[b, = (3 -2 IZ{/E)— 2 Eﬁ5 Q2 - 7)= 17 -123/2 =0,029 . Die braun gefarbten
Rechtecke haben also diese Hoéhe und daher die Breite a, =% (b, =§ E(ﬂ? -12 E{/E)=MT‘24 =0,042.

Die Berechnung erfolgt also nach folgendem Algorithmus:

a0=gmo > | a =by-a, a2=%m2 > | a;=a -20&, a4=%Eb4 -
i) J i) J T

bp=1 b1=\/§|:31 - | b, =b, -2, b3=\/§@3 - | b, =b,-2[b,
Im Einzelnen ergibt sich:
k 0 1 2 3 4 5
ay A2 2-42 3J2-4 10-74/2 174224

2 2 2 2 2
be | 1 | J2-1 | 3-2@/2 | 58/2-7 | 17-120/2
Ay 2 32-4 175/2-24 995/2-140 5775/2-816
2 2 2 2 2
(2) Fur das Format 1: @ ergibt sich analog der folgende Algorithmus:
a0=gmo > | a=by-a, a2=@|]b2 > a; =a -204 a4=§|jb4 -
i) J T J i)

bo=1 b1=\/§@1 = | b, =b, -b, b3=\/§@3 > | b,=b,-b,

blau grin hellblau/rot pink gelb/oliv
(3) Fur das Format 1:16 =5:8 ergibt sich ein abbrechender Algorithmus:
=gy =7 | > | a=b-a =7 a=¢b,=7 | 2| a=a-a,=3

i) y T J
bo=1 b=g@y=% || b=b-b=% by =gy =5
blau grin hellblau rot/pink

zu A 9.23:

(1) Die kirzere Seite der Lange und die langere Seiteeines goldenen Rechtecks ergeben zusammen die
Seite des dulReren Quadrats, z. B. mit Seitenldnge 1. Da

[}

L +% =1 haben also die vier &uReren Rechtecke

die Seitenldngen a, =4; =0,382 und b, =3 = 0,618 und jeweils den Flacheninhalt A, =a, (b, =_--.

Im Innern der vier griin gefarbten goldenen Rechtecke liegt ein Quadrat mit Seitenlange

d,=b, -a =1-2=%1=21=0,236. Die vier hellblau gefarbten goldenen Rechtecke haben also die

®2 3

Seitenlangen b, =3 3> =_-=0146 und a, =_-3L =—-=0,090 und jeweils den Flacheninhalt
A =a, (b, :que :

Im Innern der vier hellblau geférbten goldenen Rechtecke liegt ein Quadrat mit Seitenlange

-1 _ 1 -1
dy=L-L=2

T ot o°

Seitenlangen b,

®® "ol

() »?
P |
To o o

—_1 1 -1
7 und 8, =25 L =<5

®2

(o)
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Seitenlange d, =1 dZ:bl—aiqulg dszbz—az:?ls d4:b3—a3:?19
Quadrat

Bee =i | e s sd | asgd g | a sk ek
Hohe b=2im, =2 |b=40,=% |b=t0,=2% |b=20,=2
Flacheninhalt Aﬁaimﬁﬁ Azzaz[bzzﬁ Aszaemazq)lﬁ A4=a4m4=$

Allgemein gilt:

Wenn A— i =_L EQA—%) — [ =—L_ die Seitenlange eines Quadrats ist, dann haben die vier
q)n q>n q; [} q>n n

3

goldenen Rechtecke im Innern dieses Quadrats die Seitenlangen - 1 und W' der Flacheninhalt dieser
Rechtecke betragt jeweils W . Das nachste Quadrat hat dann die dann die Seitenlange

11 -1 [jil__1 -
D ot o2 EQE cpz) CD"*Z B_s ®n+5
Da die Quadratflache auf diese Weise parkettiert werden kann, gilt die Beziehung:

1 6 3
4 -2 1 1 1 =433 AL —gqe _quq»l_
t ) ®3 1--1 ®° b1 ®°-1 o+4 1

q)3 q>9 q>15 q>2
q)S

(2) Die Parkettierung des Quadrats der Seitenlange 1 erfolgt so, dass vier goldene Rechtecke jeweils um ein
Quadrat erganzt werden, dessen Seitenldnge genauso lang ist wie die kirzere Seite des goldenen
Rechtecks. Ist also a; die Seitenléange der kiirzeren Seite des goldenen Rechtecks, dann hat die langere

Seite die Seitenldnge b; = @ - a; und es gilt: 2a; + b; =1, also 2a; + Pa; = 1,d. h. a = —m, b, = 2f¢
Der Rahmen aus griin gefarbten Quadraten und goldenen Rechtecken hat daher den Flacheninhalt:
A =4ty vab)=4m a +b) =4, 0o +b)=4 B35 B8 =402 =4 B2 =405, = 455 =

Das Innere des griin gefarbten Rahmens hat also den Flacheninhalt £

Fur den hellblauen Rahmen aus Quadraten und goldenen Rechtecken gilt dann weiter:
a, =5ig b = ﬁ =59 =3 4% =t Br =+ & und daher b, =a, [ =2, der Flacheninhalt des Rahmens

ist gleich A, =2 . usw.

Da die Quadratflache auf diese Weise parkettiert werden kann, gilt die Beziehung:

4, 4 4 —4 —4 —

2+ 24+ 24 =20—=2[F=

5 25 125 T 5 q_1 5 4 1
5 5

zu A 9.24:

Ein goldenes Rechteck mit den Seitenlangen 1 und @ wird zerlegt in ein Quadrat der Seitenlange 1 zwei

goldene Rechtecke der Hohe ® -1=-1 und der Bre|te . Zwischen den beiden goldenen Rechtecken liegt

ein Rechteck der Breite 1-2 (3L = -2 = 212 = o1 =qus und der Hohe < . Von diesem Rechteck wird ein

Quadrat mit der Seitenlange -L < abgetrennt (hellblau gefarbt); dartiber liegt dann ein dunkel-orange

gefarbtes Rechteck mit der Breite — und der Hohe & -—- =@l et - 1 4|50 ebenfalls ein goldenes

[ ®3 ®3 ®3 ®2
Rechteck.
Die Zerlegung des urspriinglich gegebenen goldenen Rechtecks mit Flacheninhalt @ erfolgt also in zwei
Quadrate mit Flacheninhalt 1 und q:e , zwei goldene Rechtecke mit Flacheninhalt X s 3s :?13 und ein

goldenes Rechteck mit Flachenlnhalt [—Im—
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Kontrollrechnung: 1+ -+ 2035 + - =1+(13 -8®) + 2[(20 -3) + (5® -8) = ®

Im néchsten Schritt werden dann die drei goldenen Rechtecke der ersten Zerlegung wiederum in gleicher
Weise zerlegt.

zu A 9.25:

Figur links: Wenn die beiden blau gefarbten Quadrate die Seitenlange ® haben, dann hat der
umbeschriebene Kreis den Radius {®? +(2d)° =2 E{/E Die rechts und links von den blau gefarbten
Quadraten gezeichneten Rechtecke haben die Hohe & und die Breite

< a/s -2=2 II(\/E —1)= ® B@ =® [ =1. Es handelt sich also um goldene Rechtecke.

Figur rechts: Ein rechtwinkliges Dreieck mit einer Hypotenuse der Lange c = p + g = 1 + ® hat gemafl dem
Hohensatz des Euklid die Hohe h=/p [d = Jo . Firr die Katheten gilt: a2=12+h2=1+®d =2 also a=d,
sowie b2=d2+h2=2+ O =D O +1) =P [D2 =3 also b= B/ .

Berechnung gemaf Kathetensatz: a2=pt =1[{1+P)=P2; b2=qt =P {1+ D) =P P2 =P3,

Die Beziehung aus dem Satz von Pythagoras bedeutet hier: a2 + b2 = ®2+ @3 und c2= (1 + P)2 = (P2)2 = o
also ®* + ®° = @,

zu A 9.26:
Das Ausgangsdreieck hat den Flacheninhalt A =1 [® [A[5in(72°) =1 W E/2+® (vgl. A9.11)

Trennt man von einem spitzwinkligen goldenen Dreieck mit einer Basis der Lange 1 und Schenkeln der
Lange @ ein spitzwinkliges goldenes Dreieck mit Schenkeln der Lange 1, also einer Basis der Léange
®-1=2 ab, dann bleibt das griin geféarbte Trapez librig. Dieses hat also parallele Seiten mit den Langen 1

und <+ und Schenkel der Lange + . Ein solches Trapez mit drei gleich langen Seiten der Lange - hat den
folgenden Flacheninhalt:

Zeichnet man eine Diagonale im Trapez, dann entstehen zwei Dreiecke, deren Flacheninhalt man
beispielsweise wie folgt berechnen kann:

A, =110 [8in(72°) + 1 [ [ (3in(108°) = 2 [ [3in(72°) 1+ 1) = 1 [(3in(72°) =1 /2 + B .

Von dem verbleibenden spitzwinkligen goldenen Dreieck mit Schenkeln der Lange 1 und der Basis der
Lange < wird dann wieder ein spitzwinkliges goldenes Dreieck abgetrennt (mit Schenkeln der Lange -+ und
einer Basis der Lange (le). Das abgetrennte Trapez hat dann drei gleich lange Seiten der Lange ;12 und
eine Basis der Lange - . Der Flacheninhalt des hellblau geféarbten Trapezes ist dann gleich

=o- A = 3/2+® . Die Gesamtflache ist

®2?

A:(1+?12+F{,+...)EI} Y2+ :1 11 E 1/2+CD:<DE-I;- Y2+ 0 .
e

zu A 9.27:

Die erste Abbildung zeigt eine Zerlegung der Ausgangsfigur (spitzwinkliges goldenes Dreieck mit einer Basis
der Seitenlange 1 und Schenkeln der Lénge ®) in ein Trapez mit drei gleich langen Seiten der Lange 2 und

einer Basis der Lange 1 (grun gefarbt), ein Trapez mit drei gleich langen Seiten der Lange ;12 und einer
Basis der Lange + (hellblau gefarbt) sowie einem spitzwinkligen goldenen Dreieck mit einer Basis der
Lange -L und Schenkeln der Lange X (lila gefarbt).

[} [©]
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In der zweiten Abbildung wird hieraus eine Zerlegung in zwei zueinander kongruente spitzwinklige goldene

Dreiecke mit einer Basis der Lange (le und Schenkeln der Lange < (lila geféarbt) und drei zueinander
kongruenten stumpfwinkligen goldenen Dreiecken mit einer Basis der Lange 1 und Schenkeln der Lange &
(gelb und orange gefarbt).

In der dritten Abbildung sind dann zwei der drei stumpfwinkligen goldenen Dreiecke unterteilt, jeweils in ein
stumpfwinkliges goldenes Dreieck mit einer Basis der Lange - und Schenkeln der Léange ?12 (gelb gefarbt)

und ein spitzwinkliges goldenes Dreieck, das kongruent ist zu den beiden oben liegenden Dreiecken (daher
ebenfalls lila geféarbt).

Der Flacheninhalt dieser drei unterschiedlich zerlegten Figuren ist (vgl. auch A 9.26):

Abb. 1 (grin + hellblau + lila):

A =1 3in(72°) + 2 B B5in(72°) + 1 G5 G4 (in(72°) = £ 5in(72°) L + & + L) = & 3 in(72°) = 0,769
Abb. 2 (gelb/orange + lila):

A =30 ;4 (6in(108°) + 2[5 35 [8in(108 °) = 3 [5in(72°) E(% + L): 2 [$in(72°) & = 0,769

CD3
Abb. 3 (orange + gelb + lila):
A=3 G 8in(108°) + 25 E-Iqj—z E-Iqj—z (3in(108°) +4 3 E-Iqj—z [$in(72°) =  [$in(72°) Eﬁ?lz +-2 4+ ﬁ) =@ 3 [3in(72°)

o4

zu A 9.28:

Betrachtet man spitzwinklige goldene Dreiecke mit einer Basis der L&nge 1 und Schenkeln der L&nge &,
dann ergibt sich fir den Radius des Kreises eine Lange von 1 + ®, also von @2, wie man leicht erkennt,
wenn man die Schenkel der inneren spitzwinkligen goldenen Dreiecke verlangert. Der Kreis hat dann eine
Flache von ®* - t= 21,53; der 10-zackige Stern eine Flache von 20 [3 [#2[3in(36°) =15,39.. Wenn man den

10-zackigen Stern zu einem regelméRigen 10-Eck erganzt, dann kommen noch 10 stumpfwinklige goldene
Dreiecke mit Schenkellange 1 mit einer Gesamtflache von ca. 4,76 hinzu.

zu A 9.29:

(1) Fur jedes der griin geféarbten Dreiecke gilt, dass die Grundseite k-mal so lang ist wie die Grundseite des
gelb gefarbten Ausgangsdreiecks und dass die Hohe (1 + k)-mal so lang ist wie die Hohe des
Ausgangsdreiecks. Ist A der Flacheninhalt des Ausgangsdreiecks, dann ergibt sich fur den Flacheninhalt der
erweiterten Figur

A+3-k-(1+Kk-A=(1+3k+3k?-A
(2) Im Falle k = ist der Flacheninhalt der griin geféarbten Dreiecke (wegen & [{1+3)=(®-1)p =1)

jeweils genauso so grol3 wie der des gelb gefarbten Ausgangsdreiecks; daher ergibt sich:
1+30F +3 E—Iml—z =1+3Q®-1)+3[2-D) =4, d. h., die erweiterte Figur ist 4-mal so groR wie das

Ausgangsdreieck.

Im Falle k = 1 ist der Flacheninhalt der griin gefarbten Dreiecke dann doppelt so gro3 wie der des gelb
gefarbten Ausgangsdreiecks, und die gesamte Figur ist 7-mal so gro wie das Ausgangsdreieck.

zu A 9.30:

(1) Fur jedes der griin geféarbten Dreiecke gilt, dass die Grundseite k-mal so lang ist wie die Grundseite des
gelb gefarbten Ausgangsquadrats und die Hohe (1 + k)-mal so lang. Der Flacheninhalt eines griin gefarbten
Dreiecks ist also k - (1 + k)-mal so gro3 wie der des halben Ausgangsquadrats, vgl. folgende Abbildung.
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Ist A der Flacheninhalt des Ausgangsquadrats, dann ergibt sich fir den Flacheninhalt der erweiterten Figur
A+2-k-(Q1+Kk-A=(1+2k+2k?-A

(2) Im Falle k = ergibt sich 1+ 2% +2 Oy =1+2Q® -1 +2[2-®) =3, d. h., die gesamte Figur ist also
3-mal so grof3 wie das Ausgangsquadrat.

Im Falle k = 1, also 1 + 2k + 2k2 = 5 ist die gesamte Figur 5-mal so grol3 wie das Ausgangsqudrat (wie man
auch erkennt, wenn man die Seiten des Ausgangsquadrats jeweils um eine halbe Seitenlédnge in die
entgegengesetzte Richtung verlangert).

(3) Aus 2k +2k2=1 = k2+k =2 — (k +1f =2 ergibt sich k =21 = 0,366 .

zu A 9.31:

Fur den Flacheninhalt eines regelmafiigen n-Ecks mit Seitenlange s gilt:

A, =12 [5in(180° - 26 ) = 1 (32 [3in(2)
Der Flacheninhalt A des regelmafigen n-Ecks berechnet sich aus dem Flacheninhalt von n
gleichschenkligen Dreiecken, die man erhalt, wenn man den Mittelpunkt des n-Ecks mit den Eckpunkten

. . . . . . . 5 S
verbindet. Fir die Hohe h dieser gleichschenkligen Dreiecke gilt: tan(M) =2 d. h h= .
" h 2 Dani%i

2
Fur den Flacheninhalt A der Ausgangsfigur gilt also: A:nEIlB;D S - :ED > — -
2 Zﬂan(%) 4 tan(%)

Um den Flacheninhalt der hinzukommenden n Dreiecke zu bestimmen, betrachte man die folgende
Abbildung. Jedes der auRen liegenden Dreiecke kann ein Dreieck im Innern des n-Ecks zugeordnet werden.

Dieses innen liegende Dreieck entsteht, wenn man einen Eckpunkt mit dem néachste und dem tbernéachsten
Eckpunkt verbindet. Dieses stumpfwinklige Dreieck (hellblau gefarbt) hat einen stumpfen Winkel der Gro3e

180° - 2% und daher den Flacheninhalt A; mit

A =152 3in(180° - 22') = 1 (32 [3in(2)

Jedes der graublau gefarbten Dreiecke hat also den Flacheninhalt A, =k - (1 + k) - A;.

Um den Faktor zu bestimmen, um den der Flacheninhalt durch die neu hinzugekommenen &uf3eren
Dreiecke wachst, muss der Anteil von A; an A ermittelt werden:

A A 0anl) s e tanfe)
A (g2
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Setzt man den Flacheninhalt der Ausgangsfigur mit 1 FE an, dann ergibt sich fir den neu hinzukommenden
Flacheninhalt:

A =10 LK) 5 i) () =2 ) )t
Wegen sin(2a) = 2 - sin(a) - cos(a) folgt fur a = 18 :

sin(%) Dlan(%) =2 Etin(%) m:os(%) Dlan(%) =2 Etinz(&), also

AauBen = 4 Dk m1+ k) |3”12(%)
(2) Beim regelméRigen 5-Eck ergibt sich:
A, nen =4 [k [+ k) (3in?(36°) = 4 [k [{1+k) [ﬂg Q/3 —qn)2 =k {1+k){3- D)

Far k =3 ist k [{1+k) =1. Daher ist dann der AuBenbereich (3 — ®) = 1,382-mal so gro
wie das gelb gefarbte regelméaRige 5-Eck, und die Gesamtfigur ist (4 — ®)-mal so grol3 wie die
Ausgangsfigur.

Fur k = 1 ist der Flacheninhalt des AuBenbereichs 2 - (3 — ®) = 2,764-mal so grol3 wie das innen liegende
regelméRige 5-Eck.

(3) Der AulRenbereich ist genauso grof3 wie die Ausgangsfigur, wenn k die folgende Bedingung erfullt:

KIL+k) 8- ) =1 k2+k =<1 o (k +1f =L +1=1C also k=-1/T% =04867.

(4) Beim regelmaRigen 6-Eck ergibt sich: A, ., =4 [k [1+k) (3in*(30°) = 4 (k (1 +k) B =k [{L+k)

Wenn k =-1, dann ist der AuBenbereich genauso grof3 wie die Ausgangsfigur, und fir
k = 1 ergibt sich, dass der Au3enbereich doppelt so grol3 ist wie das innen liegende Sechseck.

(5) Da sin?(225°) =1 E(z - JE); sin2(18°) = 4 (L = 1[(2-®); sin?(15°) =1 Eﬁz —\/5) ergibt sich fiir k =2
N=8: A, =4k Ql+k)Ein?(225°)=2-+2
n=10: A g, = 4K [{1+k)Ein?(18°)=2-®

N=12: A g, =4k QL+k)Bin?(15°)=2 -3

zu A 9.32:

Fur die (nicht beschriftete) Kathete x gilt: x2=®2-1=d +1-1=¢ ,also x = J® . Die drei Seiten des
rechtwinkligen Dreiecks (und daher auch bei den weiteren Dreiecken der Folge) stehen im Verhaltnis

Jo :1:0 (langere Kathete : kiirzere Kathete : Hypotenuse).

Da die Hypotenuse der Ausgangsfigur zur langeren Kathete der anschlieenden Figur wird, werden die
Seiten von Schritt zu Schritt jeweils mit dem Faktor Jo vergrolert.

Die drei Seiten des zweiten Dreiecks der Folge haben also die Seitenlangen o, \/6 CD\/E, die des dritten
Dreiecks entsprechend dJ\/a, ®, ®° usw.

Daher sind die gleich gefarbten Quadrate auch tatsachlich gleich grof3.
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zu A 9.33:

(a) Weitere Parkettierungen findet man beispielsweise aus der Zerlegung eines regelmafigen 10-Ecks durch
36°- und 72°-Rauten, vgl. A 9.18. Diese Rauten setzen sich aus je zwei spitzwinkligen bzw. stumpfwinkligen
goldenen Dreiecken zusammen.

(b) Das regelmaRige Zehnecke setzt sich aus je 10 spitzwinkligen und stumpfwinkligen goldenden Dreiecken
zusammen. Die stumpfwinkligen Dreiecke sind jeweils ®-mal so groR wie die spitzwinkligen; daher hat das
regelméRige 10-Eck einen Flacheninhalt wie 10-® + 10 = 10 - ®2 spitzwinklige goldene Dreiecke.

Fur spitzwinklige goldene Dreiecke mit den Seitenlédngen a (kurz) und b (lang) gilt: a: b =1: ®.
Fur b = 1 folgt hieraus: a = 1/® =® - 1 = 0,618.

Der Flacheninhalt eines spitzwinkligen goldenen Dreiecks mit b = 1 berechnet sich dann wegen
(P-1?=P? =20 +1=D+1-2d +1=2 - P wie folgt:

Ay =i =i@mgl-2 =1qo-1)Q1-22 =10/2-0)2+ o) =1 3/3-® =0,294

alternative Berechnung: Fur stumpfwinklige goldene Dreiecke mit den Seitenldngen b (kurz) und c (lang) gilt:
b:c=1:®.Furb=1folgt hieraus: c = ® = 1,618.

Der Flacheninhalt eines stumpfwinkligen goldenen Dreiecks mit b = 1 berechnet sich dann

Astumpf :%E [h, =%ED 1_%2 :%@Qll_% =% V(P +1)(3-D) Z% id+2 =04755
Jo+2

Fur das Verhéltnis der beiden Flachengréf3en gilt: -0 =®, denn

d+2

3 ¢=CD2=CD+1 - P+2=(DP+DB-P) =« P+2=30-P2+3-P = P+2=3P-DP-1+3-D
zu 9.34:

Winkelgrof3en: dart: 36°, 72°, 36°, 216°, kite: 72°, 72°, 144°, 72°

Seitenldangen: Wenn die beiden langeren Seiten die Lange 1 LE haben, dann haben die beiden kiirzeren
Seiten die Lange 1/® = @ — 1. Wenn die beiden kirzeren Seiten die Lange 1 LE haben, dann haben die
beiden langeren Seiten die Lange ®.

zu 9.35:

Wenn die beiden kiirzeren Seiten der blau gefarbten kites die Lange 1 LE haben, dann haben die beiden
langeren Seiten die Lange ®. Dann haben die kiirzeren Seiten der griin gefarbten darts die Seitenlange
% LE und die l&angeren Seiten die Léange %2 - .

Wendet man den Satz zur Bestimmung des Flacheninhalts eines Dreiecks an, das durch einen Winkel und
die beiden anliegenden Schenkel gegeben ist, dann gilt:

Ae = 25 [ [ [3in(36°) = ® [3in(36°) und
Agan =23 [12) 12 @) 3in(36°) = 1 P [3in(36°)
Hieraus ergibt sich fir das Flachenverhaltnis:

Akite:Adart ZCDZ:%CD:(D:%:4(D:]_:6’47:1

zu A 9.36:
Wahlt man als Lange der beiden kiirzeren Seiten 1 LE, dann haben die beiden langeren Seiten die Lange @.

Wenn diese Seiten im Verhéltnis des goldenen Schnitts geteilt werden, bedeutet dies:
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e dart
Radius b des blauen Bogens (Mittelpunktswinkel 216°):
b:(1-b)=1-b):1 « b=(1-b)2 =« b=1-2b+b? = b2-3b+1=0 =
-1 _ —1_1 _ —1_1 . = .
=53 \/g) =1-3 Eﬂx/g 1) =1-; =0382 LE; Bogenlange: ca. 1,440 LE
Radius r des roten Bogens (Mittelpunktswinkel 72°):
r(@-nNn=(@-nNn: o (@-r2=dr =« P2-20r+r2=d'r = rP-3dr+P2=0 =
—1 _ —M_1 _ — 1= . 5 A
b=103-5)® =[1-1{/5 -1)] 3 = ®-1= 0618 LE ; Bogenlange: ca. 0,777 LE
»  kite
Radius b des blauen Bogens (Mittelpunktswinkel 144°):
b:(1-b)=1:b = b2=1-b = b2+b-1=0 =
=1[(/5-1) =21 = 0618 LE ; Bogenlange: ca. 1,553 LE
Radius r des roten Bogens (Mittelpunktswinkel 72°):
r(@-n=d:r =« (d-r-d®=r2 « P2-Pr=r2 = P+Pr—-P2=0 -

= % [Q\/g —1)[® =1 LE ; Bogenléange: ca. 1,257 LE

zu A9.37
e Deflation 10-Eck: b = blau, g = griin

Rekursionsvorschrift: bpss =2 - by + gn; 9ne1 = by + g5

n| o 1 2 3 4 5 6

b,| 10| 20+0=20| 40+10=50 | 100 + 30 = 130 | 260 + 80 = 340 | 680 + 210 =890

On| 0 |10+0=10|20+10=30| 50+30=80 | 130+80=210 | 340 +210 =550

Betrachtet man die Folgenglieder go, bo, g1, b1, 92, b2, g3, bs, ... S0 hat man genau das 10-Fache der Folge
der FIBONACCI-Zahlen. Der Quotient b, / g,, konvergiert gegen ® = 1,618.

» Deflation 10-zackige Sternfigur: b = blau, g = griin

Rekursionsvorschrift: bpss =2 - by + gn; 9ne1 = by + g5

n| o 1 2 3 4 5 6

b,| 0 |0+10=10|20+10=30 | 60+20=280 | 160 + 50 = 210 | 420 + 130 = 550

O,|10/0+10=10|10+10=20 | 30+20=50 | 80+50=130 | 210+ 130 =340

Betrachtet man die Folgenglieder g;, by, g2, by, g3, bs, ... S0 hat man genau das 10-Fache der Folge der
FiBONACcCI-Zahlen. Der Quotient b, / g, konvergiert gegen ® = 1,618.

zu A 9.38:

(32 =1720[$°

: N e 18
regelmaRiges Funfeck mit Seitenlange s: Agg,, =503 3 e = 4@,1(36 )

regelmaRiger 5-zackiger Stern mit Seitenlange s: Aggier, =5 G [$ [$ [$in(36°) + —— [{ s) = 2127 [%°

4[tBn(36 )
Boot mit Seitenlénge s: Ag,y, =2k (5 [ [3in(36°) + 1 [[Ps) {Ps) (3in(36°) = 1357 7

Diamant mit Seitenlange s: Ap o = 2 3 5 [5 [5in(36°) = 0,588 32
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zu A 9.39:

Einheit = Seitenlange der regelméafigen 5-Ecke
orange: 5 - 1,720 = 8,60

gelb: 1,720 + 5 - ¥ - sin(36°) = 3,189
Verhéltnis: 2,7 : 1

Einheit = Seitenlange der inneren regelmafigen 5-Ecke

orange: 5-1,720+5- 1,720 - ®2= 31,115

gelb: 2,127 +5- (% -1 - ® - sin(36°) +5 - (P - sin(72°)-(1 + ® - cos(72°))) = 16,046
Verhéltnis: 1.94 : 1

Einheit = Seitenlange der 5-zackigen Sterne
orange: 5- 2,127 + 1,720 = 12,355

gelb: 5- 1,720 = 8,60

Verhéltnis: 1,44 : 1

Einheit = Seitenlange der regelmagigen 5-Ecke

orange: 5 - (1,732 — 2,127/®2) + 2,127/$2 = 5,410

gelb: 5 - 2,127/®2 + (1,732 — 2,127/®2) + 5 - ¥ - sin(36°) = 6,451
Verhéltnis: 1 : 1,19

Einheit = Seitenlange der 5-zackigen Sterne

orange: 6 - 2,127 = 12,762

gelb:5-1,720+ 10 - (Y2-1-® -sin(36°)) +5- (¥2- 1 - 1 -sin(72°)) = 15,733
Verhéltnis: 1: 1,23

Einheit = Seitenlange der grof3en 5-zackigen Sterne

orange: 6 - 2,127 +5-2,127/®2 = 16,824

gelb: 5 (% - sin(72°))+ 10 - (Y2 1 - @ - sin(36°)) + 5 - (1,720 — 2,127/$2) = 11,671
Verhéltnis: 1,44 : 1
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