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Hinweise zu den Anregungen zum Nachdenken und fire  igene Untersuchungen

zu A 8.1:

Im rechtwinkligen Dreieck ABC mit den Katheten a und b ist die Berechnung der Summe der kiirzesten
Verbindungen der Eckpunkte zum Fermat-Punkt besonders leicht méglich, da zusétzliche rechtwinklige
Dreiecke erganzt werden kénnen (vgl. Abb. rechts). GemaR dem Satz des Pythagoras gilt:

|AAl® = (b +%®E{/§)2 +(taf =b2+y3@b+a2 und [BB]" = (a+%ﬂ3 E{E)z +(2b)f =a2+/3 @b +b2
Im Falle eines rechtwinkligen Dreiecks mit a = 30°, also a=4[¢ und b =1[¢ E{/§ ergibt sich nach
Einsetzen fur die Summe der kiirzesten Verbindungen:

|AA]” =22+ 382+ 182, also [AA|=1ER/7 =alf7.

Im Falle eines rechtwinkligen Dreiecks mit a = 45°, vgl. Abb. links, also a=b =& E{/E ergibt sich:

|AA|=y2+V3m=134+2J3 ¢.
Aus der Abb. kann man auch ablesen: [CC|=1[¢ R3+ie=1 E(ﬂ+ \/§)E: , woraus sich auch die
Beziehung 1+ J3 = VA + 243 ergibt (was durch Quadrieren leicht zu Gberpriifen ist).

zu A 8.2:

(1) Der Kosinussatz enthalt eine Beziehung zwischen einer Dreiecksseite und dem gegeniiberliegenden
Winkel sowie den beiden Seiten, zwischen den der Winkel liegt: Im Dreieck ABA’ liegt der Seite AA’ der
Winkel B+60° gegenlber. Dieser Winkel liegt zwischen den Seiten AB = ¢ und BA’ = a (da Seite im
gleichseitigen Dreieck BA'C).

Also: |AAJ2 =c2+a2-2caltos(B +60°).

Analog erhalt man die Ubrigen Beziehungen.

(2) Beispielsweise ergibt sich mithilfe des Additionstheorems fiir den Kosinus:

cos(a + 60°) = cos(a) - cos(60°) — sin(a) - sin(60°) = 1 [tos(a) —@ (sin(a) .

Andererseits gilt bzgl. des Winkels a: a2 = b2 + ¢2 — 2bc - cos(a), also 2bc - cos(a) = b2 + c2 — a2
Hieraus folgt dann

L2 = b2 + c2 - 2bc [Bos(a + 60°) = b2 + c2 - 2bc {2 [tos(a) -2 Gsin())
=b2+c2-2[b2+c2-a?)+bc a/3 Bin(a) =+ a2+ b2 +c?)+bc B/EESin(a)

Analog ergeben sich die anderen Gleichungen.

zu A 8.3:

Beispielsweise bilden die Seiten c, u, v ein Dreieck, in dem der Seite ¢ ein Winkel von 120° gegeniberliegt.

Gemal Kosinussatz gilt dann (wegen cos(120°) = - %)
C2= U2+ Vv2—2uv - c0s(120°) = u2 +v2 + uv
Analog ergibt sich:

a2 =v2 + w2 —2vw - c0s(120°) =v2 + w2 + vw und b2 = w2 + u2 — 2wu - cos(120°) = w2 + U2 + wu.
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Ubrigens: Durch Umformung erhalt man hieraus weiter

wHuv+ (Y% vR=(u+%-v=c2-%-v?,d h u=,Jc2-22-2¥ und
W2+wv+ (Y% vR=(w+¥%-vP=a2-¥%- v, dh w=/a2-3y2-10¥

Aus der Kenntnis von L bei gegebenen Seiten a, b, ¢ (und hieraus bestimmtem Winkel a,  oder y)
und wegen L = u + v + w erhalt man so eine Gleichung mit der Variablen v, die man etwa mithilfe eines CAS

l6sen kann: L=u+v+w =,c2-3N2 -1y +v+,/a2-3¥2-1[¥,also L = \/cz—% 2 +\/a2—% 2

Hiermit kann man dann die Werte von u und w berechnen.

zu A 8.4:

Zeichnet man eine Parallele zur Bundesstrafl3e durch den Punkt F, so entstehen zwei rechtwinklige Dreiecke
mit jeweils einem Winkel von 30° am Punkt F.

B

Mit den Bezeichnungen der Grafik gilt: tan(30°) =2 =2 und tan(30°) =& =35 also

3 X 3 T Ta—x

3~ 3 _ L . _ 3 . o
2 x=3-y und 2[{4-x)=35-y.Setzt manin die 2. Gleichung y =3 --2[X ein, dann ergibt sich

3
Lg-Brx=35-3+Lx - 208 x=L@-05 ~ x=1,567 und hieraus y = 2,095 = |CF|.

Aus 3 -y =0,905 und x = 1,567 folgt mithilfe des Satzes von Pythagoras |AF| = 1,809.
Aus 3,5 -y =1,405und 4 — x = 2,433 folgt analog |BF| = 2,809.

zu A 8.5:

Um F zu bestimmen, kann man auch den Umkreis des gleichseitigen Dreiecks Uiber der Strecke AB
zeichnen. Dieser schneidet das Lot EC in F.

zu A 8.6:

Bezeichnet man mit r den Radius des Kreises, dann hat die Ringstral3e die Lange 21t- r = 6,28 - r. Die
Entfernung zweier Orte auf der Ringstrale betragt jeweils £ (2770 =2,094[1 , ist also ca. 4,7 % langer als

die Lange 2 - r einer Verbindung Gber den Mittelpunkt der Insel. (Wenn eine direkte Verbindung zwischen

den Orten gebaut wirde, hatten diese Strecken jeweils die Lange ﬁ (f =1,732[1 , was deutlich kurzer ware,
aber wegen der Nahe zu der Uferstral3e eine unangemessene Umweltbelastung darstellt, vgl. A 8.7.

zu A 8.7:

((eigene Recherchen))

Kap. 8 — Seite 2/ 6



Heinz Klaus Strick: Mathematik ist wunderschon (2. Aufl.), Springer-Verlag, ISBN: 978-3-662-61681-9

zu A 8.8:
zu A 8.9:
Fura=1und b=k -a=k kann man die méglichen Verhéltnisse der Lange des 2. Steiner-Netzes zum
+
Diagonalennetz mithilfe der Funktion f mit f(k) =M im Intervall 1 <k < «/5 untersuchen:
23/12+ k2

Da der Graph in diesem Intervall streng monoton steigend ist, ist der Wert fir k = 1 am kleinsten (also fur ein
Quadrat): f(1) = 0,966, also maximal ca. 3,4 % kurzer.

zu A 8.10:

Loiagonaten = 2 /12 +152 =3,606 ; Ly, =V3 [1+15=2598 ; Ly, =+/3 [15+1=3598.
LNetzl ~ 21598 ~ 0,721 : LNetzZ ~ 31598 ~ 0,998

LDiagonaIen 3'606 LDiagonaIen 3'606

Das erste Steiner-Netz ist ca. 27,9 % kurzer als das Diagonalennetz, das zweite nur ca. 0,2 %.

zu A 8.11:

zf;/a—ga++(:§_)£=o,9 o (Bri)m=ten@iare) = (B+kfre=s2ametisk) =

3+2k3/3+k2=324+324k? ~ k=0,073 v k=1,474

zu A 8.12:

Fara=1undb = ® ergibt sich: L., =3350, Ly, =3803, Lyagonaen = 3804
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AN
S
AV

Beim speziellen gleichschenkligen Trapez mit a = 60° ist a — b = ¢; dann liegen die zugeh&rigen Strecken
des ersten Steiner-Netzes auf drei der Trapezseiten, also

Lyez=2-C+b=2-a-b

zu A 8.13:

a

zu A 8.14:

Fir a < 60° sind dies auch die Netze mit minimaler Gesamtlange.

\

Das zweite Steiner-Netz kann nur gezeichnet werden, wenn h =% - (u + v), also wenn h = % [{a+b).

I

zu A 8.15:

Im Falle h = % [{a+b), also a2 + b2 — ab = 3c?, stimmt es mit dem Diagonalen-Netz Uberein.
Die beiden folgenden Trapeze erfiillen diese Bedingung:

Beispiel 1 (Abb. links): a=6,b =4, c =2 =3055

Beispiel 2 (Abb. rechts): a=6, b =c =3 (also a = 60°)

zu A 8.16:
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Die beiden Abbildungen zeigen Steiner-Netze fir eine Raute mit a = 75°. An den Abbildungen kann man
ablesen, dass das alternativ mdgliche Netz durch Drehung und Spiegelung der Figur erhalten werden kann.

Daher hat es dieselbe Lange.

zu A 8.17:
Fur die rechtwinkligen Dreiecke gilt (vgl. A 8.1): Sind a und b die Katheten, dann gilt fir die Summe L der

minimalen Abstande: L =4a2+ \/§ (Ab + b2 .

Bei den rechtwinkligen Dreiecken, die im Innern der Raute liegen, bilden jeweils die halben Diagonalen diese
Katheten.

Die Lange der Diagonalen e und f hangt vom Winkel a ab:

und f=2a E‘Bin(%), also £=altos(¢) und L=a E‘l;in(%)

Lease =2 Loea =2 (a 20s(2]f +3 (aeos(z)a sinfe) + (a sine)f

=218 {cos(3)f ++3 teos{2) sin(s) + (sin(s)f
also: Lg,, =2@O[1+2 33 sin(a)

Hierbei wurden verwendet: sin2(x) + cos?(x) =1 und sin(2x) = 2 - sin(x) - cos(x).

zu A 8.18:
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zu A 8.19:
((eigene Aktivitat))

zu A 8.20:

a

Wegen der 120°-Winkel ist das Dreieck mit den Seiten h, z und %2 - a ein halbes gleichseitiges Dreieck ,
sodass gilt:

%a=h[{/_=§ﬁt{/§ , also z=%.

Im stumpfwinkligen Dreieck (links und rechts) treten Winkel von 120° und 108° — 90° = 18° auf, sodass der
dritte Winkel die Gré3e 42° hat.

Im Viereck oben (links und rechts) ergeben sich Winkel von 108° — 42° = 66° und 54° = %, - 108°.
Die Lange der Seiten x und y kann mithilfe des Sinussatzes berechnet werden:

_al3in(42°) und v = a [5in(18°)
sin(120°) sin(120°)

zu A 8.21:
((eigene Aktivitat))

zu A 8.22:

Die auftretenden Strecken sind Seiten von abgeschnittenen regelméaRigen Sechsecken. Ist a die Seite des
gegebenen Sechsecks (blau) und werden die rot gezeichneten Strecken im Sechseck mit s bezeichnet,
dann gilt der Zusammenhang:

a=2[§[{/§=st{/§
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