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Hinweise zu den Anregungen zum Nachdenken und fire  igene Untersuchungen

ZuA4.1:

Verbindet man die Eckpunkte des Dreiecks mit dem gemeinsamen Schnittpunkt der drei Mittelsenkrechten,
dann entstehen drei gleichschenklige Dreiecke mit den Seiten a, b, ¢ als Grundseiten und den

Mittelsenkrechten m, und m;, und m. als Hohen. Die Formel A =1 E(a m, +b[n, +c Dmc) ergibt sich daher
aus der Flacheninhaltsformel fiir Dreiecke.

zu A 4.2:

Da der Schnittpunkt der Mittelsenkrechten Mittelpunkt des Umkreises ist, haben die Verbindungsstrecken
vom Mittelpunkt zu den drei Eckpunkten die Lange R.

Der Umfangswinkel Gber der Sehne a ist a, der zugehdrige Mittelpunktswinkel ist 2a, und da das griin

gefarbte Dreieck gleichschenklig ist, ist jeder der beiden Winkel genauso grof3 wie a. Entsprechendes gilt fur
die Umfangs- und Mittelpunktswinkel iber den Seiten b und c.

a b c
In den halben gleichschenkligen Dreiecken gilt: sin(a) :é , sin(B) :é , sin(y) :é und hieraus die
angegebene Gleichung.
ZUA4.3:
. . . o _m, _my _m, .
(1) In den halben gleichschenkligen Dreiecken gilt: cos(a) = R cos(f) "R cos(y) = und hieraus

mit A=1 [(a 0m, +b0n, +c Emc) der erste Teil der Formel
A =R2[[sin(a) [tos(a) + sin(B) [tos(B) + sin(y) [Bos(y)] = 1 R2 [ sin(2a) +sin(28) +sin(2)) ]
Der zweite Teil ergibt sich aus dem Additionstheorem (Doppelwinkelsatz) des Sinus:

sin(2a) = 2 - sin(a) - cos(a).

(2)(3) Fur die Héhen h,, hy, he in einem Dreieck gilt:
sin(a) =h—b°, also h, =b&in(a), und analog h, =c sin(8) und h, =al%in(y). Hieraus ergibt sich fur den

Flacheninhalt A = % @lh, = % (b [h, =%Ed: (h, und weiter

:%@[ﬁ) 3in(y) :%[Ib [¢ [3in(a) :%m: @ sin(B)

, Sin(y) ==, also a=2R&in(a), b=2R &in(f), c =2R Ein(y),

pu) |N\c‘
pu) |N\o

Wegen sin(a) =% , Sin(pB) =
ergibt sich dann einerseits
A= % (ab&in(y) = % 2R B&in(a) 2R $in(B) $in(y) = 2R2 $in(a) in(B) 5in(y)

und andererseits

A-temel -t - temo?  aso a=2RE
2 R 2 SR 2 2R 4R
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ZuA4.4:

Ein gleichseitiges Dreieck, das in dem Kreis mit Radius R = 1 einbeschrieben ist, hat den Radius «/g denn
fur die Hohe h im gleichseitigen Dreieck mit Seitenlange s gilt: h =3 B/§

Fur den Radius des Umkreises gilt: R =2 [h :§B§B/§ =2 /3, also s=R3/3.

Da die Seite AB beibehalten wird und die Seite AC die kiirzeste Seite ist, hat das griin gefarbte Dreieck
wegen der langeren Hohe auf AB einen grof3eren Flacheninhalt als das blau gefarbte Ausgangsdreieck.

Da im nachsten Schritt die Seite AC’ beibehalten wird, ergibt sich ein Dreieck mit einer langeren Héhe und
somit einem groRReren Flacheninhalt als das griin geféarbte Dreieck. Da das rosa gefarbte Dreieck nach
Konstruktion ein gleichseitiges Dreieck ist, ist der Satz bewiesen.

ZUA4.5:
AZZQx+y) I +30y +2) B +3 Mz + )0 =3 T (e +a+b) =3I s =r (s

zu A 4.6:

Wegen sin(%)=wL : cos(ﬁ)zl, cos(l)zi ergibt sich

, r , r X
\ sm(ﬁ)z—, sm(l)z— und cos(§)=—
w, Wy w

2 2
a Wﬂ WV

aus A=rB=rlx+y+z)=rx+ry+rx
A=w,2tos(2)sin(2) +w 2 Ed:os(é)[%in(é%wyz Ecos(%)l];in(g) und weiter aus
% - sin(2€) = sin(g) - cos(¢) fur die halben Winkel dann

A=1 [hwa2 [in(a) +w 42 $in(B) +w 2 [$in(y) ]

ZUAA4.T:

Viereck Inkreis Umkreis
Quadrat ja ja
Rechteck i. A.nicht | ja

Raute ja i. A. nicht
Parallelogramm i. A. nicht | i. A. nicht
symmetrisches Trapez i. A.nicht | ja
symmetrischer Drachen | i. A. nicht | i. A. nicht
zZu A 4.8:

Winkel sind gleich, weil sie Umfangswinkel tiber einer Sehne sind:

Seite E:ylzdz;%:dl=a2 ; (5:0'1:,82 ; ﬁ:ﬁ;:yz.
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Zu A4.9:

Ein Viereck besitzt genau dann einen Umkreis, wenn die Summe der WinkelgréRen von je zwei
gegeniiberliegenden Winkeln 180° ergibt:

Quadrat und Rechteck haben lauter rechte Winkel; daher gilt die Bedingung auch fiir einander
gegenuberliegende Winkel. Fir symmetrische Trapeze gilt: a = 3 und y = d, also wegen

a+pB+y+0=20+2y=2p+25=360° also a +y=180°und 3 + &= 180°.

zu A 4.10:

Ein Viereck besitzt genau dann einen Umkreis, wenn die Summe der WinkelgréRen von je zwei
gegeniberliegenden Winkeln 180° ergibt:

Wegen der Symmetrie missen die beiden einander gegeniiberliegenden Winkel a (links) und y (rechts) der
Symmetrieachse gleich gro3 sein. Damit die Summe der beiden WinkelgréRen 180° ergibt, missen beide
Winkel rechte Winkel sein, also a = y=90°. Die beiden anderen Winkel 3 und & dirfen beliebig grol3 sein,
solange sie unter 180° bleiben.

zuA4.11:

Den Flacheninhalt eines Dreiecks mit den Seiten a, b, ¢ kann man mithilfe von
1 . 1 . 1 .
A, = 5 (& [b [3in(y) = 5 (b [¢ ($in(a) = 5 ¢ [a $in(B) berechnen.

Da sich im Sehnenviereck mit den Seiten a, b, ¢, d die Winkel a und y zu 180° erganzen und die Diagonale f
das Viereck in zwei Dreiecke unterteilt, gilt:

A:%mm Bin(a)+%[b@:ﬁ;in(y)=%@m Bl;in(a)+%[bﬂ:[$in(180°—a)

=%mm Ei;in(a)+%[b ¢ [in(a) =%Eﬂam +b [¢) $in(a)

und analog wegen der Unterteilung des Vierecks durch die Diagonale e:

A :%@Eﬂa B;in(ﬁ)+%ﬁt @ [&in(0) :%mﬂb E'Bin(a)+%m: [d [3in(180° - )

:%mm&mww%& o Bin(ﬂ)z%[ﬂa[ﬂwc [dl) 3in(B)

zu A4.12:

Ein Quadrat, das in dem Kreis mit Radius R = 1 einbeschrieben ist, hat gemafl} dem Satz von Pythagoras die
Seitenlange J2.

Die Eckpunkte des Vierecks werden so bezeichnet, dass AB die kiirzeste Seite ist und BC eine Seite des

Vierecks, deren Lange groRer ist als V2 - gof. muss die Reihenfolge der Seiten vertauscht werden (vgl.
Ausfiihrungen tber Gelenkvierecke und A 4.20).

Um A schlagt man einen Kreis mit Radius V2 und erhélt einen Punkt B’. Da AB nach Voraussetzung die
kurzeste Seite ist, hat das Dreieck AB’C einen gré3eren Flacheninhalt als das Dreieck ABC. Durch diesen

Schritt hat man erreicht, dass eine der vier Seiten die Lange V2 hat.

Im nachsten Schritt betrachtet man dann wieder die kiirzeste Seite im Viereck AB’CD mit einer
Nachbarseite, deren Lange groR3er ist als V2 (ggf. mit Vertauschen). Dann schlagt man wieder um einen der

Eckpunkte der jetzt kiirzesten Seite einen Kreis mit Radius J2 usw. Durch Fortsetzung des Verfahrens
erhélt man von Schritt zu Schritt ein flachenmaRig gréReres Viereck mit einer zunehmenden Zahl von Seiten

der Lange V2.
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zu A 4.13: Begrunden Sie: Quadrate, Rauten und symmetrische Drachen besitzen einen Inkreis.

Ein Viereck besitzt genau dann einen Inkreis, wenn die Summen der Seitenlangen von je zwei
gegeniiberliegenden Seiten gleich sind.

Quadrat und Raute haben lauter gleich lange Seiten; daher gilt die Bedingung auch fur einander
gegenuberliegende Seiten. Fur symmetrische Drachen gilt: a=b und c =d, also aucha+c=b + d.

zu A4.14:

Symmetrische Trapeze besitzen einen Inkreis, wenn sich die Winkelhalbierenden von a und 3 sowie von y
und & in einem gemeinsamen Punkt auf der Symmetrieachse schneiden. Wegen der Symmetrie gilt a = 3
und y = 6. Und da einander gegentberliegende Winkel sich zu 180° erganzen, gilt: a + y=[3 + 6 = 180°, also
auch a + 6=180° und 3 + y=180°. Daher schneiden sich die Trapez-Winkelhalbierenden w, und ws sowie
wg und wy stets im rechten Winkel.

zu A 4.15:

Fur den Flacheninhalt eines Tangentenvierecks gilt:

A=Y -(X+y) r+ % -(y+2)-r+ Y%-(z+u)-r+ %-(uU+x)-r=(xX+y+z+u)-r,also
A=s-r=(@+c)-r=(b+d)-r.

zu A 4.16:

, sin(g):L, sin(g): sin(%):L und COS(%):

, r r X
Wegen sm(%) =— —, —
w, Wy w, W 5 w, w

cos(g)zwiergibtsichaus A=rS=r{x+y+z+u)=rX+ry +rZ+r
o

A=w,?2 Bcos(%) E%in(%)+wﬁ2 Ed:os(g)&in(éﬁwyz Bcos(g)ﬂ;in(g%w&2 Bcos(%)@sin(%)
und weiter aus ¥z - sin(2¢) = sin(€) - cos(e) fur die halben Winkel dann

A=1 [hwaz in(a) +w 42 Bin(B) +w 2 [$in(y) +w 52 [5in(J) J

zu A4.17:
Ist das Viereck ein Rechteck, dann gilt: |AB| = |[CD| ; |AD| = |BC| ; |JAC| = |BD|.
Hier ergibt sich, dass der Satz von Ptolemaus nichts anderes besagt als der Satz von Pythagoras:

IACJ2 = |ABJ2 + [BC[2.

Zu A4.18:

Dass stets ein solches Viereck existiert, kann man wie folgt iiberlegen: Man betrachtet ein konvexes
Gelenkviereck mit den Seitenléangen a, b, c, d, bei dem man die beiden Winkel bei B und D solange
verandert, bis fur die beiden einander gegeniuberliegenden Winkel 3 und o gilt: 3 + & =180°.

Fur die Diagonale e = |BD| und wegen der Vorgabe & = 180° — 3 folgt geman Kosinussatz

e2=a2+ h2-2ab - cos(B) =c2+d2-2cd - cos(d) =c2+d2+ 2cd - cos(B), also
. az+b2-c2-d?
2- (@b +cd): cos(B)=az+b2—-c2—-d? und somit cos(p) = ,
2 [{ab +cd)
wodurch 3 und 8 festgelegt sind. Da die Winkelsumme 360° betragt, folgt auch a + y = 180° wobei a analog
2 2_ph2 -2
berechnet werden kann: cos(a) = az+d2-b?-c ,Y=180°—aq.
2[ad +bc)
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Zu A4.19:
Beispiel: a=6 cm und

b=5cm,c=4cm,d=3cm b=4cm,c=3cm,d=5cm b=3cm,c=5cm,d=4cm

zu A 4.20:

Dass die drei Vierecke den gleichen Flacheninhalt haben, ergibt sich rechnerisch aus der Flacheninhalts-
formel von Brahmagupta, in die nur die Streckenlangen eingehen. Anschaulich ergibt sich dies aus der
Darstellung der Sehnenvierecke mit unterschiedlich gefarbten Sektoren, deren Reihenfolge ausgetauscht
werden kann.

zu A 4.21:

Wenn die Geraden durch A und D bzw. B und C sich nicht schneiden, sind sie parallel, d. h. k = 90°.
Verlangert man die Strecken AB und CD bis zu einem Schnittpunkt T, , dann ist das Dreieck T,GE
gleichschenklig mit Basiswinkel A.

Somit ergibt sich fur die Teilvierecke AEPH bzw. PFCG:

@ +(180° - 1) +(180° — £) + 90° = 360°, also a = A + & —90°

(180°-&)+90°+ y+ A1 =360°,also y=¢-1+90°

Wenn das Viereck ABCD auch ein Sehnenviereck ist, dann muss gelten: a + )y =180°.
Einsetzen der Bedingungen aus den Teilvierecken fihrt dann zu
a+y=(A1+£-90°)+(e-A1+90°)=2£=180°, also £ =90°.

Entsprechend gilt, wenn die Geraden durch A und B bzw. C und D sich nicht schneiden, dass dann A = 90°.
Hieraus kann dann ebenfalls € = 90° erschlossen werden.

Wenn wegen der Parallelitat weder der Punkt T, noch der Punkt T, existiert, dann liegt ein Quadrat vor, bei
dem die Bedingung der Orthogonalitat erfillt ist.

ZuU A 4.22:

Man betrachte die gleichschenkligen Dreiecke, die sich ergeben, wenn man die Eckpunkte mit dem
Mittelpunkt des Umkreises verbindet, wie beispielsweise beim Sehnenviereck, vgl. Abb.
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Bezeichnet man die Mittelpunktswinkel Gber den Seiten sy, S,, S3, S4 USW. Mit €1, €5, €3, &4..., dann gilt in den
Teildreiecken jeweils

Sk
sin| |22 =3 150 &, =2 [arcsin S|
2 R 2R 2R

Da die Winkelsumme fir die g, stets 360° ergibt, missen also die Gleichungen
_ (s (s, (s, (8, ) o .
& t+&, & +¢&, =2arcsin — |+ 2 [Arcsin| —= |+ 2 [arcsin| —- |+ 2 [Arcsin| — | = 360° usw. geldst werden.
2R 2R 2R 2R
Dies kann numerisch mithilfe eines CAS erfolgen.

Fira=1,b=2,c =3, d=4usw. findet man auf diese Weise:

R, =2,002602; Rs = 2,717567; Rg = 3,646309, R; = 4,747537 usw.

zZu A 4.23:
vgl. Beschreibung zu A 4.12

zu A 4.24:

In einem regelmafigen n-Eck ist die Grol3e des Mittelpunktwinkels gegentber einer Sehne, bei der ein Punkt
mit dem k-n&chsten verbunden wird, gegeben durch k - 360°/n, die der zugehérigen Peripheriewinkel
entsprechend durch k - 180°/n.

a), b) Die Anzahl der mdglichen Dreiecke ist gleich der Anzahl der méglichen Zerlegungen der Zahl n in drei
Summanden ohne Beachtung der Reihenfolge (da eine unterschiedliche Reihenfolge der Summanden nur

Drehung oder Spiegelung der Figur bedeutet).

Hieraus ergibt sich fir Dreiecke im regelmafigen

Dreieck: Summendarstellung: 1 + 1 + 1 = 3; Winkelgrof3en: 3x 60°,

Viereck: Summendarstellung: 1 + 1 + 2 = 4; Winkelgrof3en: 2x 45°, 1x 90°

Funfeck: Summendarstellung: 1 + 1 + 3 = 5; Winkelgrof3en: 2x 36°, 1x 108°
Summendarstellung: 1 + 2 + 2 = 5; Winkelgrof3en: 1x 36°, 2x 72°

Sechseck: Summendarstellung: 1 + 1 + 4 = 6; Winkelgrof3en: 2x 30°, 1x 120°
Summendarstellung: 1 + 2 + 3 = 6; Winkelgrof3en: 1x 30°, 1x 60°, 1x 90°
Summendarstellung: 2 + 2 + 2 = 6; Winkelgréfzen: 3x 60°

Siebeneck: Summendarstellung: 1 + 1 + 5 = 7; Winkelgrof3en: 2x 25,7°, 1x 128,6°
Summendarstellung: 1 + 2 + 4 = 7; Winkelgrof3en: 1x 25,7°, 1x 51,4°, 1x 102,9°
Summendarstellung: 1 + 3 + 3 = 7; Winkelgrol3en: 1x 25,7°, 2x 77,1°
Summendarstellung: 2 + 2 + 3 = 7; Winkelgrof3en: 2x 51,4°, 1x 77,1°

Achteck: Summendarstellung: 1 + 1 + 6 = 8; Winkelgrof3en: 2x 22,5°, 1x 135°
Summendarstellung: 1 + 2 + 5 = 8; Winkelgrof3en: 1x 22,5°, 1x 45°, 1x 112,5°
Summendarstellung: 1 + 3 + 4 = 8; Winkelgrof3en: 1x 22,5°, 1x 67,5°, 1x 90°
Summendarstellung: 2 + 2 + 4 = 8; Winkelgrof3en: 2x 45°, 1x 90°
Summendarstellung: 2 + 3 + 3 = 8; Winkelgrol3en: 1x 45°, 2x 67,5°

Neuneck: Summendarstellung: 1 + 1 + 7 = 9; Winkelgrof3en: 2x 20°, 1x 140°

Summendarstellung
Summendarstellung

Summendarstellung

:1+2+6=9; Winkelgrol3en:
:1+3+5=9; Winkelgrol3en:
:1+4+4=9;Winkelgrol3en:
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Summendarstellung: 2 + 2 + 5 = 9; Winkelgrof3en: 2x 40°, 1x 100°
Summendarstellung: 2 + 3 + 4 = 9; Winkelgrof3en: 1x 40°, 1x 60°, 1x 80°
Summendarstellung: 3 + 3 + 3 = 9; WinkelgrofZen: 3x 60°

Zehneck: Summendarstellung: 1 + 1 + 8 = 10; Winkelgrof3en: 2x 18°, 1x 144°
Summendarstellung: 1 + 2 + 7 = 10; Winkelgréf3en: 1x 18°, 1x 36°, 1x 126°
Summendarstellung: 1 + 3 + 6 = 10; Winkelgrof3en: 1x 18°, 1x 54°, 1x 108°
Summendarstellung: 1 + 4 + 5 = 10; WinkelgroRen: 1x 18°, 1x 72°, 1x 90°
Summendarstellung: 2 + 2 + 6 = 10; Winkelgro3en: 2x 36°, 1x 108°
Summendarstellung: 2 + 3 + 5 = 10; Winkelgro3en: 1x 36°, 1x 54°, 1x 90°
Summendarstellung: 2 + 4 + 4 = 10; Winkelgréf3en: 1x 36°, 2x 72°
Summendarstellung: 3 + 3 + 4 = 10; Winkelgrd3en: 2x 54°, 1x 72°

vgl. auch OEIS A069905 (Number of partitions of n into 3 positive parts)

¢) analog ergibt sich: Die Anzahl der mdglichen Vierecke ist gleich der Anzahl der méglichen Zerlegungen
der Zahl n in vier Summanden ohne Beachtung der Reihenfolge (da eine unterschiedliche Reihenfolge der
Summanden nur Drehung oder Spiegelung der Figur bedeutet).

Da die Summe der Innenwinkel eines Vierecks 360° betragt, ergibt sich fir Vierecke im regelmafigen

Viereck: Summendarstellung: 1 + 1 + 1 + 1 = 4; Winkelgrof3en: 4x 90°
Funfeck: Summendarstellung: 1 + 1 + 1 + 2 = 5; Winkelgrof3en: 3x 72°, 1x 144°
Sechseck: Summendarstellung: 1 + 1 + 1 + 3 = 6; Winkelgrol3en: 3x 60°, 1x 180°

Summendarstellung: 1 + 1 + 2 + 2 = 6; Winkelgrol3en: 2x 60°, 2x 120°
usw.

vgl. OEIS A026810 (Number of partitions of n into 4 positive parts)

zu A 4.25:

Wenn sich in einem Dreieck zwei Seitenhalbierende, z. B. s, und s, orthogonal schneiden, dann entstehen
drei rechtwinklige Teildreiecke, in denen der Satz von Pythagoras angewandt werden kann:

AASC: (2s,f +(2s f =b2 - 4s2+4s2=9b?

3FcC

AAFS: (2s,f +(Es. f =(2cf - 16s2+4s2=9¢,

3 2

ADCS: (Ls,f +(2s.f =(taf - 4s2+16s2=09a,
eingesetzt ergibt sich: 9a2+9 b2+ 9 c2=24s,.2+ 24 s2.
Andererseits ist 9 - (@2 + b2 +c2) =12 - (52 + 2 + S:2), also folgt:

1252+ 12s.2=12 52, d. h. S2+ S22 =5p2.

Der Beweis der Beziehung kann auch ohne Verwendung von
3 (@2+b2+c?) =4 - (52 + sp2 + 5:2) mithilfe des Kosinussatzes erfolgen. Aus dem Ansatz x, 2x, y, 2y fir die
Katheten der rechtwinkligen Dreiecke ergibt sich

b2 = 4x2 + 4y?, (c/2)?2 = y2 + 4x2, (a/2)? = X2 + 4y?
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Dann setzt man die Terme fur cos(a) in den Dreiecken ABC und ABE gleich und formt diese Gleichung um.

Da sich fur den Fall zueinander orthogonaler Seitenhalbierender s, und s, zwischen den Seitenhalbierenden
die Beziehung s,2 + s.2 = sp2 ergibt, bilden diese ein rechtwinkliges Dreieck mit den Katheten s, und s, sowie
der Hypotenuse s, vgl. Abb. (mit parallel verschobenen Seitenhalbierenden s, und s,).

zZu A 4.26:

Bei Rechtecken und Parallelogrammen liegt der Flachenschwerpunkt im Symmetriezentrum des Vierecks,
also im Schnittpunkt der Diagonalen.

Beim symmetrischen Drachen und beim symmetrischen Trapez liegt der Schwerpunkt auf der
Symmetrieachse.

»  Konkrete Bestimmung des Schwerpunkts beim symmetrischen

D C
Trapez, dessen Eckpunkte wie folgt in einem
Koordinatensystem gegeben sind:
A(-a]0), B(a]0), C(c|h), D(-c|h). S, S,
Die Grundseiten haben also die Lange 2a und 2c und die Héhe
ist h.
S, S,
A B

Die Schwerpunkte der Teildreiecke haben die folgenden
Koordinaten:

Sa(-c/3[h/3), Sy(c/3|n/3), Sa(a/3|2h/3), Sa(-a/3|2h/3).

Hieraus ergibt sich, dass der Schwerpunkt S, also der Schnittpunkt der Diagonalen S;S; und S,S,, die

folgenden Koordinaten hat: [0|%Eﬁ%zcj
atc

»  Konkrete Bestimmung des Schwerpunkts beim symmetrischen D
Drachen, dessen Eckpunkte wie folgt in einem Koordinatensystem
gegeben sind:
A(-al0), B(0]-b), C(a]0), D(0]c).
Die Diagonalen haben also die Lédngen 2a und b+c. A

Sd
Man zeigt, dass die Schwerpunkte der Teildreiecke die folgenden s s
Koordinaten haben: 1 3
S1(-a/3|(c-b)/3), S2(0]-b/3), Sz(a/3|(c-b)/3), S4(0|c/3). <
Hieraus ergibt sich, dass der Schwerpunkt S, also der Schnittpunkt der 2
Diagonalen S;S; und S,S,, die folgenden Koordinaten hat: (O|%).

B
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