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Hinweise zu den Anregungen zum Nachdenken und fire  igene Untersuchungen

zu A 15.1:.
Problem 1:

r{110| 1/9 | 18 | 1/7 | 1/6 | 1/5 | 1/4 | 3/10 | /3| 2/5 | 1/2

X | 9/91 | 8/73 | 7/57 | 6/43 | 5/31 | 4/21 | 3/13 | 21/79 | 2/7 | 6/19 | 1/3

Problem 2:

r| 1/10 1/9 8 |17 | 16 |15 14 |13 3/7 |1L2|3/5| 213 3/4

X | 36/121 | 8/25 | 28/81 | 3/8 | 20/49 | 4/9 | 12/25 | 1/2 | 12/25 | 4/9 | 3/8 | 8/25 | 12/49

zu A 15.2:

Man beachte, dass in Formel 15.3 die Variable x fir die Krimmung des zu bestimmenden Kreises
verwendet wird, bei der Losung der beiden Probleme steht die Variable x fir den Radius des Kreises. Daher
wird hier die Variable z fir die Krimmung des zu bestimmenden Kreises verwendet.

. Problem 1

Gegeben ist ein Kreis mit Radius r und ein Kreis mit Radius 1 — r sowie der duf3ere Kreis mit Radius 1. Dann
gilt fiir die beiden zu erganzenden Kreise mit Krimmung z gemal Formel 15.3:

{Z_(Li_lﬂlz (E+L_1j2_(i+ 1 *@
r1-r r 1-r rz. (1-r)2

Nebenrechnung:
2
1 1 1-r+r—-r{(d-r) 1-r+r? —r +r2)?
—+ —1: ( ): ,a|so 1+i—1 :u
r1-r r{1-r) rl-r) r1-r r2l-r)2
1.1 +1= (L-r)2+r2+r2[1-r)2 _1-2r +r2+r2+r2-2r3+yr*
rz (1-r)?2 r2f(l-r)?2 r2fl-r)?
_1-2r +3r2-2r3+r* _ (1-r +r2)2
r2fl-r)? r2l-r)?2
d. h. auf der rechten Seite der quadratischen Gleichung steht null. Die quadratische Gleichung hat also nur
1-r+r2
die Lésung Z = $ Der Radius der zu erganzenden Kreise ist dann gleich dem Kehrwert dieses
r -r

Bruchterms, vgl. Lésung von Problem 1.

. Problem 2

Gegeben ist ein Kreis mit Radius r und zwei Kreise mit Radius x. Der auf3ere Kreis wird zunéchst nicht
beachtet. Dann gilt fur die beiden zu ergédnzenden Kreise mit Krimmung z gemanR Formel 15.3:

1 1 1\F 1 1 1¥ (1 1 1
Z-| =+ + 2| =202+ 242 | 4=+ —
r X X r x X r2 x2z x2

Lésungen Mathematik ist schén 2. Auflage Kap. 15 — Seite 1/ 15



Heinz Klaus Strick: Mathematik ist schon, Springer-Verlag, ISBN: 978-3-662-59059-1

Nebenrechnung:

1,1 1Y (1.2 _1, 4 4
T+ =SS =+
r xXx X r X
(1+1+1j2_(1 2)_1 4.4 _1_2_4 2 _2[2x+r)
r X X

Die beiden Lésungen der quadratischen Gleichung sind

21:1+g+ M und 22:£+g_ M’
r x V rx2 rx rx2

wobei fur die negative Losung z, gilt: z, = -1, denn der dul3ere Kreis hat den Radius 1.

Es gilt also —1:1+_— /m’d' h. /4m2X+r) :1_,_2_,_1: X +2r +I’X'
r X I’X2 rx2 r X rx

Quadrieren der beiden Seiten der Gleichung ergibt:

4[(2x+r1) _ (X +2r +rx)?
rx2 r2x2

= Ar- (2x+1) = (X + 2r +rx)?

o 8BIX + 4r2 = X2 + 4r2 + 122 + 4rx + 2rx2 + 4r2x
o 4rx — 4r2x = X2 + r12x2 + 2rx2

o drx-(L-=r)=x2-(1+2r+r?

s d4r-(1-r=x-(1+r)p3

vgl. Lésung von Problem 2.

zu A 15.3:
. Descartes-Tripel (5 ; 8 ; 8)

Wahlt man r5 = 360/3 = 120 LE fur den &uBeren Radius, dann ist r; = 360/5 = 72 LE (blau);
r, =r3 = 360/8 = 45 LE (grun, gelb), dann ist r, = 360/45 = 8 LE (rot).

weitere Radien: rg = 360/21 = 120/7 LE (pink), r; = 360/12 = 30 LE (hellblau)

. Descartes-Tripel (1 ; 1 ; 4), vgl. Abschnitt 15.5
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Wahlt man r, = 12/1 = 12 LE (gruin), r, = 12/1 = 12 LE (gelb) und r3 = 12/4 = 3 LE (blau), dann ist
r, =12/12 = 1 LE (rot) und rs = 12/0 = o (aul3en).

weiterer Radius (hier nicht eingezeichnet): rs = 4/3 LE (berthrt den gelben bzw. griinen und den blauen Kreis
sowie die Gerade)

. Descartes-Tripel (1 ; 4 ; 9), vgl. Abschnitt 15.5

Wahlt man r; = 252/1 = 252 LE (gruin), r» = 252/4 = 63 LE (gelb) und r3 = 252/9 = 28 (blau), dann ist
r, = 252/28 = 9 (rot) und rs = 252/0 = o (aul3en).

weiterer Radius (hier nicht eingezeichnet): rs = 63/4 LE (beruhrt den griinen und den blauen Kreis sowie die
Gerade)

. Descartes-Tripel (2;3;6)

Wahlt man r5 = 138/1 = 138 LE fur den &uBeren Radius, dann ist r; = 138/2 = 69 LE (gruin);
r, =138/3 = 46 LE (gelb) und r3 =128/6 = 23 LE (blau), dann ist r, = 128/23 = 6 LE (rot).

weitere Radien: rg = 138/2 = 69 LE (blaugrau), r; = 11 (turkis), rg = 14 (pink).

Die Grafik stimmt mit der des Descartes-Tripels (2 ; 2 ; 3) Uberein.

. Descartes-Tripel (3 ; 7 ; 10)

Wahlt man rs = 210/2 = 105 LE fir den &uf3eren Radius, dann ist r; = 210/3 = 70 LE (grin);
r, =210/7 = 30 LE (gelb) und r; = 210/10 = 10 LE (blau), dann ist r, = 210/42 =5 LE (rot).

weitere Radien: rg = 210/6 = 35 LE (blaugrau), r; = 210/15 = 14 LE (hellblau),
rg = 210/27 = 70/9 LE (pink).

Die Grafik stimmt mit der des Descartes-Tripels (3; 6 ; 7) uberein.
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. Descartes-Tripel (8 ;9 ; 9)

Wahlt man r5 = 504/4 = 126 LE fur den &uReren Radius, dann ist r; = 504/8 = 63 LE (gruin);
r, =r3 = 504/9 = 56 LE (blau, gelb), dann ist r, = 504/56 = 9 LE (rot).

weitere Radien: kg = 504/17 LE (blaugrau/hellblau), k; = 504/20 = 126/5 LE (pink)

zu A 15.4:

(1) Die Anordnung der Kreise ist punkt- und achsensymmetrisch
r, =r, =rz3=1(griin, gelb, blau)

Losen der Descartes-Gleichung liefert X =3 £ 2 B/§ also

1

1
r =— - -
‘T 3+203 3-20G/3

L2 [(U-+1+ (3-2 B/§))—1: 2,072, also fs = 0,483 (hellblau).
r

6

(2) ry =1, =5 (griin, gelb), r; = 8 (blau)

= 01547 (rot)und r, =- = 21547 (aul3en)

Losen der Descartes-Gleichung liefert

X:(1+1+1) E{/191 1[«11 11_21,,4/9 21,24
5 5 8

58 40 100 40 40

Hieraus ergibt sich r, = g = 0,889 (rot) und r, = 4?0 = 13,333 (aul3en).

gesucht: zwei Kreise, bereits Radius des
welche die folgenden bekannter X, =2 [ﬂkl +k, + k3) =X, neu bestimmten
drei Kreise beriihren Kreis Kreises
griin (5), blau (8), 2[€1+1_3]_1 _3 10 _ 33 (heliblau
auBen (40/3) gelb (5) 5 8 40) 5 10 3

grun (5), gelb (5)

auBen (40/3) au (8) 5 5 40 0

51 =1905 (pink)

(3) ry =6 (grin), r, =5 (gelb), r; =3 (bIau)

1 1 1 1 1 1 1 1Y 161 1 7 1Y
==+ ZH+I4+Z+ 2| e 20— +—|=|—+=| =
62 52 3P x2 6 5 3 X 900 «x? 10 x

1_7 119 _, _ ,,18 _900 _ _ 90 504000
X2 Bx 900 17 © 119 17° 119

also r,=0,672 und r5=11,260
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gesucht: zwei Kreise, bereits Radius des
welche die folgenden drei bekannter X, =2 [ﬂkl +k, + k3) =X, neu bestimmten
Kreise beriihren Kreis Kreises
gran (6), blau (3), 2 l.,.;_ 1 —;=0622
aulen (11,260) gelb (5) 63 11260) 5 1,607 (hellblau)
blau (3), gelb (5), ) oflil 1 V1 5700 .
auBen (11,260) gran (6) 3 5 11260) 6 1,384 (pink)
grin (6), gelb (5), 2 1,1 1 _120222
auRen (11,260) blau (3) 6 5 11260/ 3 4,497 (blaugrau)

zu A 15.5:

(1) Aus den Krimmungen der sich berihrenden Kreise k; =14, k, =15 und kz =11
ergibt sich gemaR Formel 15.5:

(14 +15+ 11)1L 2[3/14115+1411+1501 =40 + 2 3/529 = 40 + 46, also k4 = -6 (Krimmung des
auleren Kreises) und ks = 86.

Hieraus ergeben sich mithilfe von Formel 15.4 die Krimmungen der benachbarten Kreise:
2 (14 + 15 -6) — 11 = 35 (berlhrt die Kreise mit den Krimmungen k3, ko und ky),
2 (14 + 11 - 6) — 15 = 23 (berlhrt die Kreise mit den Krimmungen kj, ks und k4) usw.

(2) Aus den Krimmungen der sich berihrenden Kreise k; =8, k, =8 und ks =5
ergibt sich gemaR Formel 15.5:

(8+8+5)+2E/8B+86+8 =21+ 2[3/144 = 21+ 24, also k, = -3 (Kriimmung des &uReren
Kreises) und ks = 45.

Hieraus ergeben sich mithilfe von Formel 15.4 die Krimmungen der benachbarten Kreise:

2 (8 +8—3) -5 =21 (berthrt die Kreise mit den Krimmungen ki, k> und k),

2-(8+5-3)—-8=12 (bertihrt die Kreise mit den Krimmungen ki, ks und k,) usw.

(3) Aus den Krimmungen der sich berihrenden Kreise k; = 4, k, =12 und k3 = 13
ergibt sich gemanR Formel 15.5:

(4 +12+ 13) +2[3/412+413+12013 =29 +2(3/256 =29+ 32, also k, = -3 (Krimmung des &uBeren
Kreises) und ks = 61.

Hieraus ergeben sich mithilfe von Formel 15.4 die Krimmungen der benachbarten Kreise:
2 (12 + 13 - 3) — 4 = 40 (berlhrt die Kreise mit den Krimmungen k», ks und ky),
2-(13+4-3)-12 =16 (berhrt die Kreise mit den Krimmungen ks, ks und k4) usw.

zu A 15.6:

In Beispiel 2 ist r :1 und r, :1.
2 3

I
\l

1
Fur die Krimmung der beiden benachbarten Kreise K, ergibt sich: —
r‘l

Wl |
mh—\||a
I\J\l—\lH
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We|teri—ﬂ+%—§ 10 undi:g+%—%:1550wei—$ % g—22
3 & 2 s 3 & 2 v 3 5 2
+1)2 +1)2
Allgemein: = =(n 11) +%—(n 11) =(n+1)2+6=n2+2n+7
n+1 3 6 )

und somit die Folge der Kreiskriummungen 6, 7, 10, 15, 22, 31, 42, ...

zu A 15.7:
z. B. Kette 12, 13, 16, 21, ...

Hier ist r = 1/3 (Aul3erer Kreis) und ro = ¥

1 1 1 1
S+ oTe18 2t -Te16; —= e 2m2L
2 2 3 % 12 3 ' 2 1 3
R
v 2 122 3
2 2

Allgemein: :(ntl) +%—(nt1) =(n+1)2+12=n2+2n+13

M 2 12 3
zu A 15.8:

Gemal Formel 15.4 ergibt sich fir die Krimmung k4 eines Kreises, der die Kreise mit den Krimmungen
ki = n2, ky, = (n + k)2, ks = (2n + k)2 berthrt:

ky=2-(M+(n+k2+2n+k)2)—-0= 2-(n2+n2+2nk + k2 + 4n2 + 4nk + k?), also
ks=4-(@3n2+3nk +k?) mitn, k O IN

Fur n =1 und k = 0 ergibt sich beispielsweise: k; =4 - (3 + 0+ 0) = 12, vgl. Abb. 15.7a.
Furn =1 und k = 1 ergibt sich beispielsweise: ks =4 - (3 + 3 + 1) = 28, vgl. Abb. 15.7b.

zu A 15.9:

Aus der Beziehung K,2+k,2+k,2 =2 [ﬂklk2 +kk, + k2k3) ergibt sich

k2—2 K3 (K1 +ky)) =2 Ky " ky—ki2— k2 = (k3= (kg +Ko))2=2 Ky ky—KkiZ—ky2 + (kg +ky)? =
(ks — (ks + K2))2 = 4 k; -k, also Ky = (K, +k, )+ 2 Q/kk,

Im Beispiel mit k; = k, = 1 ergeben sich die beiden Losungen k; = 0 bzw. k; = 4

Im Beispiel mit k; = 1 (gelb) und k, = 4 (griin) ergeben sich die beiden Losungen k; = 1 bzw. k; =9, d. h.,
auller dem Kreis mit Radius r; = 1/9 (hellblau) gibt es einen weiteren Kreis mit Radius r; = 1.

usw.
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zu A 15.10:

Fur das rechtwinklige Dreieck, das bestimmt ist durch die Mittelpunkte des gelb gefarbten und des griin
gefarbten Kreises, gilt:

X2 =(r +r,)2—(r —ry)?, hieraus ergibt sich: x2 =40 [}, alsomit r =2: x2=2[F

Fur den Abstand x der Beriihrpunkte der Kreise mit Radius r und r; gilt au3erdem:

x2=(1-r)?-r2=1-2r,

Hieraus folgt: 1-2r, =2, - r =1,also x = 1Q/2.

r2

r1

Um dem Mittelpunkt M, (X,]y,) und den Radius r, zu bestimmen, betrachte man drei Dreiecke:
rot: (Y, _%)2 + Xz2 =(z+ r,)?

grin: (y, —4)° +(GR/2 - %) = (G +1,)°

blau: x,” +y,” =(1-r,)?

Umformen dieser drei Gleichungen ergibt

X," Y, mh, =Y,

X"y, =, = \/55(2 3V t3l T3
X,” +y,0 =1, =1-2r,

Es gelten also die Gleichungen y, +r, =1-2r,, also y, =1-3r,, sowie
Yo+ =20, +2y, +1r, -1, also V2 Ix, -1y, - 1r, =1,

Ersetzt man die Variable y,, so erhalt man hieraus V2 [k, +r, =1, also X, = % M1-r,).
Setzt man dies beispielsweise in die dritte Gleichung x22 + y22 =(1-r,)? ein, so ergibt sich:
101-r,)? +(1-3r,)% =(1-1,)*, also

Lor,+30+1-6r,+9r," =1, -2r,+1 = U’ -5, =-1 o
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2_10, —_1 _5Y2 -2 _ 1/ 8 ~ i i 4
= h="7 = (h=3) =55 17 (559) = r2=0,128 (kleinere der beiden Lésungen)

Hieraus folgt dann: x, = 0,617 und y, = 0,617.

Den Radius kann man auch mithilfe der Descartes’schen Formel (15.3) berechnen — man beachtet dabei die
Beschrankung auf einen Halbkreis nicht.

Einsetzen von k, =5 =2, k, =55 =4 und k; =% = -1 fihrt zu (k, -5)* = +2+/3 , also r, =ﬁ.

Die kleinere der beiden Losungen ist der Radius, der oben berechnet wurde; in der folgenden Abbildung ist
auch der andere beriihrende Kreis eingetragen.

Der Radius des in der Aufgabenstellung rot gefarbten Kreises kann dann mithilfe des Vieta’schen
Wurzelsatzes (Formel 15.4) berechnet werden: Bekannt sind die Radien des gelb ausgefillten Kreises (0,5)
bzw. blau ausgeftillten Kreises (0,128) sowie der Radius des aufReren Kreises (1); eine Losung ist dann
bereits bekannt, ndmlich der Radius des grun gefillten Kreises (0,25):

2 Eﬁﬁ +0’1% —%)—Tgs = 13,657 = ﬁ. Demnach ist also der gesuchte Radius 0,073 LE!
zu A 15.11:

Abb. links: Fur die Diagonale des Quadrats gilt: V2 =2r M+ \/E) und weiter
r = \/E = \/E EQN/E _1) =1-
2[1+~/2) 2

13/220,293.

0,25 r

Abb. rechts: Im rechtwinkligen Dreieck, dessen Hypotenuse gleich der Verbindungsstrecke zwischen dem
Mittelpunkt des Halbkreises und dem Mittelpunkt des kleinen Kreises rechts ist, gilt:

1o a2 —(1_p\2 2,3, -3 3)2-3 -3 _3 -
G+r)+ri=(G-r)aso re+3r=2 - (r+3)?=2 - r=2-2=0116.

zu A 15.12:
Fur den Radius R =1 des Viertelkreisbogens (= Seitenlange des Quadrats) gilt:

1 _ 42
1+42  (V2+1(/2-1)

1=r +r, V2, also r = =J2-1= 0,414
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und weiter fur die Diagonale des Quadrats V2 =1 + (r, + 1, - V2), also

L =Y2ol. (2-1
2 1+42 (2+pW/2-2)

=(W2-12=3-203/2=0172

zu A 15.13:

v

rechtwinkliges Dreieck mit roter Hypotenuse: (1-r,)? +(%)2 = (1+r1,)*, also 4r, = < und somit r, = %

rechtwinkliges Dreieck mit griiner Hypotenuse: (% +%)2 +a? =1 also %az +%a =%

2,2,-3 12 =16 _ o=
< a+5a_5@(a+5) 25 a

ul|w

rechtwinkliges Dreieck mit blauer Hypotenuse: (a+r,)” + (%)2 =(1-r,)?, und mit a =% ergibt sich:

16
22 r2

— 39 — 39
527700 © 2730

~ 100 ~ 320

zu A 15.14:

Zwischen der Diagonale des Quadrats (Lange \/E LE) und dem Radius r des rot geféarbten Kreises gilt der
Zusammenhang: 2r, +2[{1-2r)) = V2, also 2r, =2 -2, d.h. n=1-20Q/2=0293
Verbindet man beispielsweise den linken oberen Eckpunkt des Quadrats mit dem Mittelpunkt eines kleinen

Kreises (hier dann oben rechts), dann ist dies die Hypotenuse in einem rechtwinkligen Dreieck mit den
Katheten der Seitenldnge x und 1 — x und einer Hypotenuse der Lange 1 —r,. Daher gilt

X2 +(@1-x)? =(1-1,)* = 2x*-2x+1=(1-r1,)°
Fur die Diagonale des groBen Quadrats gilt: 2[f +2[f, + 2[X /2 =42 , also

r, =%x/§—(l—iﬂ/§)—x 3/2 = (/2 -1) - x 3/2 und demnach

2
1-r, =x{2 +(2—\/§) und weiter
(1-1,)? =2x2 +2[2-2) 32 X + (6 — 4 3/2) = 2x? + (4 3/2 - 4) (X + (6 - 4 [4/2)
Setzt man den rechts stehenden Term und den oben erhaltenen gleich, so ergibt sich:
2x? —2x +1=2x>+(4 G2 - X +(6-43/2) -
(43/2-2)x =4E/2 -5, also

X_4a6—5
43/2 -2

rn,=(W2-1)-1M1-63/2)3/2 =2 13/2-1=0160

=1 [11-63/2)=0180, also
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zu A 15.15:
rechtwinkliges Dreieck OAM, (rot): (£)* +1,° =(1-r)* also 2 +r° =1-2r+r” = 2, =2 « =2
Weitere rechtwinklige Dreiecke (blau):
OBM,: OB? +BM,” =OM,” = (1-r,)? +BM,* = (1+r,)?
BCM,: BC? +BM,” =CM,” ~ r,° +BM,” =(1-r,)?
Auflésen der beiden Gleichungen nach BM22 und gleichsetzen:
BM22 =(A+1,)° -(A-r,) =(1-1,)* - r22 und weiter
142, +1,° =1+2r, -1, =1-2r,+1," -1, = 6r,=1 o 1,=1

rechtwinkliges Dreieck OAM; (gruin): (%)2 +(1-r3)2 = (1+7r,)%,also

1 _ 2 _ 2 -1 -1
2 H1-20 40" =142 40" - A= - 13 =4

zu A 15.16:

/JS k\g\/é

Gleichglltig, welche der Lagen der Kreise man betrachtet, gilt: Die 5 Kreise nehmen die Flache
A= r[(s? +4r?) ein.

Die Diagonale des Quadrates hat die Lange \/E; sie setzt sich zusammen aus je zweimal der L&nge des
Radius r und des Radius s sowie je zwei halben Diagonalen in den kleineren Quadraten in den Ecken; diese

Strecken haben die Lange r [«L/E Insgesamt gilt also: 2 [t [{/E +20+2[% = \/E .

Aus dieser Bedingung kann man einen Term fur s herleiten: s = % [{/E —(\/E +1) [ und nach Einsetzen
erhéalt man dann eine quadratische Funktion
A(r) = ms? + 4r?) = IT[Q%—(2+\/§)R +(7+203/2) l]z),
deren Graph eine nach oben geéffnete Parabel darstellt. Die grof3ten Werte werden am rechten oder linken
Rand der Definitionsmenge des Problems angenommen.
Daher bestimmen wir diese Definitionsmenge:
(1) Der Kreis mit Radius s berlhrt die Quadratseiten, d.h. s = 0,5 LE. In diesem Fall gilt

J2-1 _ (2-pW2-1) _3-22
22+ 2W2+pW2-1) 2

(2) Die vier Kreise in den Quadratecken beriihren einander, d.h. r = 0,25 LE, d.h. die Definitionsmenge bzgl.
der Variablen rist: 0,086 <r < 0,25

Die Funktionswerte an diesen Stellen sind: A(0,086) = 0,878 FE bzw. A(2,5) = 0,819 FE, d. h., das
Maximum wird in dem Fall angenommen, dass der innere Kreis die Quadratseiten beruhrt.

202 +1)@ +2M5=+2,also r = = 0,086
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Bleibt noch zu berechnen,

1

— welche Flache bedeckt ist, wenn die finf Radien gleich grof3 0o
sind. Dann gilt: (ZB/E +4)[1 = V2 und daher 08 LN

r=s W2 —1) = 0,207 mitA=0,674 FE. o7

06
05

— wo das Minimum der Bedeckung liegt. Aus der Grafik kann
man ablesen, dass dieses Minimum bei r = 0,174 liegt. Den
exakten Wert findet man, indem man den Scheitelpunkt der
gquadratischen Parabel bestimmt. Dieser liegt bei 0

+
r =% = 0,1737, Vgl die rechte Grafik oben. 00‘0& 01 012 014 016 018 02 022 024 026

04

03
02

zu A 15.17:

Figur Mitte: Der groRRe Kreis ist der Inkreis des gleichseitigen Dreiecks mit Seitenlange 1, d. h., sein Radius
ist ein Drittel so grof3 wie dessen Hohe, also S =% 3 . Tangenten durch die BerUhrpunkte trennen vom

groRen gleichseitigen Dreieck kleinere gleichseitige Dreiecke ab. Fir die Eckkreise gilt, dass sie Inkreise
dieser ,restlichen” gleichseitigen Dreiecke sind, also einen Radius r besitzen, der ein Drittel so grol3 ist wie

die Hohe dieser gleichseitigen Teildreiecke, also: r =+ [} /3 = = 3/3 = 0,096 .

Fur die bedeckte Flache gilt daher: A = 77[{z [B+3 31 [B) = 7[} , das ist 80,6% der Gesamtflche von
ADreieck = % E/g '

Figur rechts: Hier sind alle Kreise gleich groR3; sie sind Inkreise der 4 gleich groRen gleichseitigen Dreiecke,
die man bei Einzeichnen der Tangenten durch die Bertihrpunkte erhalt. Hier gilt also: r = % [{/§ d. h.

A= % Ut; der bedeckte Anteil betragt demnach 60,5%.

Figur links: Verbindet man die Mittelpunkte der drei grof3en Kreise miteinander, so entsteht ein
gleichseitiges Dreieck mit der Seitenlange 2r. Féllt man dann die Lote von diesen Mittelpunkten auf die
Dreieckseiten, dann kann man ablesen: Die Hohe des Ausgangsdreiecks ist so gro3 wie die Héhe des innen

liegenden Dreiecks der Mittelpunkte plus r (unten) und plus 2r (oben), also: %E{/g =r +2—2r [{E +2r . Nach r

aufgelost ist dies: r =$.

Bevor man jetzt etwas mihsam den Rdius des innen liegenden
Kreises bestimmt, sollte man doch eher die geometrische Situation
allgemein betrachten:

Man kann stets die Eckkreise mit Radius r als Inkreise von
gleichseitigen Dreiecken auffassen, die durch die Tangenten durch die
Beruhrpunkte mit dem Mittenkreis entstehen.

Dann gilt fiir die Hohe h dieser Eck-Dreiecke: h = 3r . s

Der Abstand des Mittelpunkts des Ausgangsdreiecks von den drei
Eckpunkten des Dreiecks (Radius des Umkreises) betragt

h+S:%m%[{/§):%[{/§,also S:%E/§—3r

Demnach gilt fir den Giberdeckten Teil des gleichseitigen Dreiecks:

_ 2 2\ 2 1 _ 2y — 2,1 _ 2y — 2,1 _
A=73r2 +s?) = 73r? + (A 3/3-3r)?) = 7[Br? + 1 -20/3 0 +9r?) = 7l12r> +1 -2 G/3 ).
Es sich also um den Funktionsterm einer quadratischen Funktion mit der Variablen r:
A=1277[r?-1R/30 +L
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Das Minimum der Funktion liegt bei r = % E{@ = 0,144, also fir den Fall vor, dass vier gleich grof3e Kreise
gezeichnet werden. Das Maximum der Funktion muss an einem der beiden Randwerte der Definitionsmenge

liegen. Diese Definintionsmenge ist gegeben durch das Intervall % [{/§ =0,096 <r < % ﬂ\/g -1)=0,183.

Aus der folgenden Abbildung ist zu erkennen, dass die maximale Bedeckung vorliegt, wenn zunachst der
Inkreis des gleichseitigen Dreiecks gezeichnet wird und dann in die Ecken jeweils die kleineren Kreise.

90%

85%

80% LN

75%

70%
65%
N_a—/

60%

55%

50% T T T T
0,09 0,0 0,11 0,22 0,13 0,24 0,15 0,16 0,17 0,18 0,19

zu A 15.18:

Bezeichnet man die Dreiecksseiten (wie Ublich) mit a (kurze Kathete), b (lange Kathete) und ¢ (= 1 LE), dann
gil: a® +b? =1, auBerdem gilt fiir den Flacheninhalt: (2r)? +4 @b =1. Weiter gil: b =a +2r , also

(2r)? = (b —a)? =b? —2ab +a’. Diese Gleichungen sind nicht unabhangig voneinander, wie man sieht,

wenn man in die Gleichung fur den Flacheninhalt einsetzt: b? —2ab +a” + 2ab = 1.
Weiter hilft hier die Formel fir den Radius eines Inkreises im rechtwinkligen Dreieck: r = % a+b-c).

Einsetzenin b =a+2r ergibt: b=a+(a+b-1), also 2a =1, d. h., es handelt sich bei den Dreiecken um

halbe gleichseitige Dreiecke. Folglich gilt b =% 3 und somit
r=1@2+i63-)=1020/3-1)=10J3-1)=0183.
Hinweis zur Inkreis-Formel: Fir den Flacheninhalt A eines rechtwinkligen Dreiecks mit Inkreis-Radius r gilt
A=23 & +28 0 Q+r2=x@+yd+r*. y
Dies ist einerseits gleich

A=(XO+r2)+(yd +r3)-r2=(x+r)@d +(y +r)@ -r?

-
—alt +bt -r? rjr

X r

andererseits gleich A=(x+y)® +r? =c [ +r?, also gilt:

alt+b@-r®=c+r? also a+b-r=c+r - a+b-c=2r,d.h.r =2[{a+b-c)

zu A 15.19:
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r2

rechtwinkliges Dreieck mit blauer Hypotenuse: (£ +1,)* +(2)? = (1-1,)?, also 3r, =2 und somit r, = 2.

rechtwinkliges Dreieck mit roter Hypotenuse: (1-r,)? +(%)2 =(1+r,)%, also 4r, =2 und somit I, =5t

r1 r2

Fur die beiden rechtwinkligen Dreiecke gilt:

(1-1)*+(£)* =(£ +r)?, also 3r, =1 und somit r, = 2.
() +(E+1,)? =G +r)?, also (2 +1,)° + (2 +1,)* = (3 +2)%; hieraus ergibt sich:

142 2,1 2 _25 2,5, 1 512 — 49
otEL L F A =2 o 243 =2 = (Lt =2

= -1, =%
36 144 276"

X

Zwischen den beiden Radien r; und r, besteht folgende Beziehung (Abstand des Kreises mit Radius r, von
der unteren Quadratseite) : 1-2r, =2 —2r,,also r, =1, +4
Im unten liegenden rechtwinkligen Dreieck gilt: r,” +x* = (£ -r))? also x* = (3 -1,)* -r,” =1 -1,.

Im dariiber liegenden rechtwinkligen Dreieck gilt: (1-r, —r,)? +x? = (r, +1,)* . Ersetztman r, =1, ++,
dann ergibt sich hieraus: (1-(r, + %) - ) +x2 =(r, +r, +%)2 ,also (2 - 2r,)? +x? =(2r, +%)2 und weiter

9 _ 2 2 _ 2 1 2 _ _1
16 -3 AT XS =4 e o X5 =4 -5

Aus den beiden Gleichungen mit x2 ergibt sich: x> =4r, =2 =2 - also 5r, =2 d.h. r, =2 =015 und

hieraus weiter r, = 0,4 sowie x> =415 —% =01, also x =401=0,316.
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r

O
Y

r

Fir das untere der rechtwinkligen Dreiecke gilt: r® +(1-r)? =(2r)? also r?+r =2 und weiter
(r+i?=1+1 dh r=10J3-1)=0366.

2

Im oberen rechtwinkligen Dreieck gilt:
(x+r)2+(x+r)?> =(2r)?, also (x +r)? = 2r? und somit x = (\/E - [ und schlieBlich

x=(V2-1) B W3 -1)=0152

2x

r

<

e

Das einbeschriebene Quadrat hat die Seitenlange \/E Zwischen der halben Seitenlange des Quadrats und

den innen liegenden Kreisen besteht der Zusammenhang: r +r E{/E :% 2, also ist

r = \/E :\/Em\/z_l):l
202 +1) 2

-10/2 0,293

Somit ergibt sich wegen 1=2x +% [{/E fur den Radius x der aul3en liegenden Kreise:

X = % —% 2 =0,146, d. h., dieser Radius ist halb so gro wie der der innen liegenden Kreise.

Der Durchmesser 2r der aul3erhalb des gleichseitigen Dreiecks liegenden Kreise ist halb so grof3 wie der
Radius des Ausgangskreises, d. h. der Radius r dieser Kreise betragt r = %a.

Aus dem Radius 1 des Umkreises des gleichseitigen Dreiecks mit Seitenlange s ergibt sich %[% [{/5 =1,
also s = \/5 . Fur den Radius x eines Inkreises eines rechtwinkligen Dreiecks gilt X = % [{a +b-c), hier ist

a=1, b=10/3 undc=1. Somitgil: x =102 +10G/3-1)=101+3-1)=0183.
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Hinweis zur Inkreis-Formel: Fiur den Flacheninhalt A eines rechtwinkligen Dreiecks mit Inkreis-Radius r gilt
A=23 &OQ+28 0 Q+r2=x@+yd+r®. y

Dies ist einerseits gleich

A=(XO+r2)+(yQd +r3)-r2=(x+r)@d +(y +r)@ -r?

-
—alt +bt -r? r/r

andererseits gleich A=(x+y)® +r? =c [ +r?, also gilt: X r

alt+b@-r®=c+r? also a+b-r=c+r - a+b-c=2r,d.h.r =1[{a+b-c)

zu A 15.20:

Die Mittelpunkte der kleinen Kreise sind D und E. Der Radius r dieser Kreise ist genauso grol3 wie die
Streckenlangen von CD, DE, EF, DX, XE, AD, AE. Das Dreieck DEX ist demnach ein gleichseitiges Dreieck

und es gilt:|XM| =|AM| =10 [/3, also |AX| =rG/3.

Die Mittelpunkte der grof3en Kreise sind ebenfalls D und E. Der Radius R dieser Kreise ist genauso grof3 wie
die Streckenlangen CE, DF, EB, DB, namlich R =2I[r . Im rechtwinkligen Dreieck MEB gilt:

|ME|2 +|MB|2 = |EB|2, also (£r)? +|MB|2 = (2r)?. Hieraus ergibt sich |MB|2 =152 also |MB| = %r .
Hieraus ergibt sich das folgende Teilungsverhéltnis:

|AX|: quX| = r[{/§ = 2\/5 = 2\/5 = 2 =@ und auch
X8| MB[-MX| “LE-1xE3 V15-43 V533-43 J5-1

AX| _ 2fmx] _ rm@l3 _ 2y3 23 _ 2
|AB| [MB[+|AM| 3 +im@/3 V15+43 5RB+4Y3 V541

L
>
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