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Hinweise zu den Anregungen zum Nachdenken und fire  igene Untersuchungen

ZUAA4.1:

» 3 mdgliche Kombinationen auch fur den Flacheninhalt 141t

I+ 13m= 3m+ 11m= 57+ 9= 141

e 4 mogliche Kombinationen fiir den Flacheninhalt 16mtund 181t

Imt+ 157= 3m+ 13m= 51+ 11m= 71+ 911 = 167

Imt+ 177t=3m+ 15m= 51+ 131m= 71+ 11m= 18m

* 5 mdgliche Kombinationen fiir den Flacheninhalt 20Ttund 221t

Imt+ 19m= 3m+ 171t= 57+ 151 = 71+ 13m= 91+ 11m= 207

Irt+ 21m= 3m+ 191= 57+ 17m= 711+ 151= 91+ 131 = 221

allgemein:

e n mogliche Kombinationen fiir den Flacheninhalt 4n - tund (4n + 2) - 1T
Im+(@4n-1)-m 3+ @4n-3) - 5M+(4n-5) 1 ..., 2n-1) -+ (2n+ 1) - 1t
Im+@4n+1) - m3n+(@4n-1) - 5m+(4n-3) 1 ..., 2n-1) - t+ (2n+ 3) - 1T

Zzu A4.2:

Die folgende Tabelle enthalt alle mdglichen Kombinationen von drei ungeraden Summanden bis zur
maximalen Summe 39: links stehen die Summen aus zwei Summanden, oben die hinzukommenden dritten
Summanden.

Demnach gibt es

1 Méoglichkeit fir die Summe 91t aus drei Kreisringen (namlich 11+ 311+ 511),

1 Méglichkeit fir die Summe 111 2 Méglichkeiten fir die Summe 131
3 Mdglichkeiten fir die Summe 151 4 Moglichkeiten fur die Summe 171t
5 Mdglichkeiten fir die Summe 191t 7 Méglichkeiten fir die Summe 211t
8 Mdglichkeiten fur die Summe 231t 10 Mdoglichkeiten fur die Summe 251
12 Mdoglichkeiten fur die Summe 271 14 Mdoglichkeiten fur die Summe 291t
16 Mdoglichkeiten fur die Summe 311 19 Mdoglichkeiten fur die Summe 331
21 Moglichkeiten fir die Summe 351 24 Moglichkeiten fir die Summe 371

27 Moglichkeiten fur die Summe 391
aus drei ungeraden Summanden.

Die website https://oeis.org/ kann dabei helfen, die nachsten Glieder der Folge zu finden.
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S N7 IOR BTN 1 S 1 S8 N78 RTON R248 F238 F258 B278 F29 8 E31N R33W K3 5
1+3 9 | 11|13 (15|17 |19 |21 |23 |25|27 |29 |31|33|35]|37]|39
B35 X [ 13|15 |17 | 19|21 |23 |25 |27 |29 |31 |33 |35|37]|39
1+7 X | X |17 ]119]21 |23 |25 |27 |29 |31 |33 35|37 39
1458 X | X | x |21]23|25|27 |29 |31 (33|35|37 39
1+11 X | x| x| x |25]|27|29 |31 |33|35|37|39
i =) X e (e e Bna || 29 | 31 | 33 | 35 | .37 | 39
1+15 X | x [ x | x| x | x |83|35|37]|39
a1 x| [ ox e e | x| o2 | 37 | 39
3+5 x [ 15|17 19|21 |23 |25|27|29|31|33|35|37 39
3+7 X x| 19|21 |23 |25 |27 |29 3133|3537 |39
3+9 X | x | x |[23|25|27 |29 |31 |33|35|37]39
3+ 11 X | x| x| x |27]|29|31|33|35|37 |39
23 X IR x| 31 | 83 | 35 | 37 | 39
i 1E) X | X | x| x| x| x |35]37)39

Shen 4l X [ox e x| x| x| 39
5 E0 X | X |21]23|25|27 |29 |31 3383|3537 39
549 X | X | x [25]27 |29 |31 |33 |35|37 |39
5+ 11 X x| 29) | 31 |33 |35 | 87 | 39
9 48 % x| (hee | 33 |35 | 37 | 39
S il X X | x X X x | 37|39
7+9 xO W@ (B | 27 | 29| 31 | 33 | 35 | 37 | 39
7+ 11 X e Px x| 31 | 33 |35 |37 | 39
7+13 x| Bl el 35 | 37 | 39

7+15 o (W o [Foaa e B 39
9+ 11 X | x | x| x |[33]|35]|37|39
9 +13 x | x [ x [ x| x | 37|39
AEENS x | x [ x | x | x |39

Eine andere Methode, die Anzahl der Kombinationen zu finden, kdnnte mithilfe einer Tabellenkalkulation wie
folgt durchgefiihrt werden:

Zunachst stellt man die Folge der natirlichen Zahlen als Dualzahlen dar; von diesen interessieren diejenigen
mit der Quersumme 3. Man betrachtet dann alle Vektoren, dessen Komponenten aus 3 Einsen und
ansonsten aus Nullen bestehen. Dann bildet man das Skalarprodukt mit dem Vektor (1, 3,5, 7, 9, ...).

Die ziffern der Dualzahlen notiert man in umgekehrter Reihenfolge.

Auf diese Weise erhalt man im Prinzip alle Summen mit drei ungeraden Summanden.
Beispiele:

710 =2111: (11,1)*(1,3,5 =9

11;0=,1011: (1,1,0,1)*(1,3,5,7)=11

13,0=,1101: (1,0,1,1)*(1,3,5,7)=13

14,0 =,1110: (0,1,1,1)*(1,3,5,7)=15

19,0 =,10011: (1,1,0,0,1)* (1, 3,5,7,9) =13

21,,=,10101: (1,0,1,0,1)*(1,3,5,7,9) =15

usw.

Anschliel3end zahlt man, wie oft auf diese Weise die Summen 9, 11, 13, ... zustandekommen.

Erheblich anschaulicher und einfacher umzusetzen ist allerdings die folgende graphische Methode:
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1+3+5=9
Uberstand rechts:
0 Steine (0 +0 +0)

O Q00
000 000
00000 ©OO

1+3+7=11
Uberstand rechts:
1 Stein

o
000
0000000

000
Q00O
Q00
o

1+3+9=13
Uberstand rechts:
2 Steine (0 +0 + 2)

O
Q00O

000000000

QOO0 0
QOO
Q00

OO

1+5+7=13
Uberstand rechts:
2 Steine (0 +1+1)

O
00000
0000000

O
O
O
QO

1+3+11=15
Uberstand rechts: 8
3 Steine (0 +0 + 3) O
O 000
00O 00O
Q0000000000 POOIOOO
ZE +5+9=15 O
Uberstand rechts:
3 Steine (0+1+2) O 880
0000 OI010]@)
Q00000000 1OOOO0O
C.%- +5+7=15 O O O
st rts @00 [000®
00000 0l010)@.
000000 10000
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Die ungerade Anzahl an Steinen wird nicht symmetrisch tibereinander angeordnet (wie links dargestellt),
sondern als Winkelhaken, wobei die Symmetrieachse in der Diagonale des Quadrats der Seitenlange 3 liegt.

Die Gesamtzahl der Steine kann an den rechts Uberstehenden Steinen abgelesen werden:

Gesamtzahl = Steine im Quadrat + Uberstand oben + Uberstand rechts
=9+ 2 - Uberstand rechts

Wenn also z. B. 5 Steine rechts iberstehen, bedeutet dies, dass die Summe 9 + 2 - 5 = 19 dargestellt ist.

Wenn man wissen will, auf wie viele Arten bestimmte Summen zustande kommen, muss man nur tberlegen,
auf wie viele Arten ein bestimmter Uberstand mdglich ist. Die drei Summanden sind der Gré3e nach
aufsteigend geordnet, beginnend bei O:

Summe | Uberstand | Kombinationen

9 0 0+0+0

11 1 0+0+1

13 2 0+0+2,0+1+1

15 3 0+0+3,0+1+2,1+1+1

17 4 0+0+4,0+1+3,0+2+2,1+1+2

19 5 0+0+50+1+4,0+2+3,1+1+3,1+2+2
ZUA4.3:

Durch systematisches Probieren findet man:

1 Méglichkeit fir die Summe 1671t 111+ 31+ 511+ 771

1 Méglichkeit fir die Summe 187t 111+ 31+ 511+ 911

2 Moglichkeiten fir die Summe 201t 111+ 310+ 510+ 117, 171+ 370+ 771+ 9711

3 Moglichkeiten fir die Summe 221t 111+ 310+ 511+ 13711 170+ 370+ 770+ 1170, 171+ 570+ 771+ 9711

5 Mdglichkeiten fir die Summe 241t
1+ 31+ 511+ 157 I+ 3+ 7711+ 137, A+ 31t + 91+ 1471 I+ 571+ 710+ 117 311+ 511+ 771+ 97N,

6 Moglichkeiten fir die Summe 261T
1mt+ 3+ 5+ 171 I+ 3+ 7710+ 157, A+ 31+ 91+ 1371 It+ 571+ 710+ 1371 11t + 510+ 91t + 11T,
3+ 5+ 7+ 111

9 Mdglichkeiten fur die Summe 281t
1+ 3+ 51+ 1971 1+ 3+ 71+ 1771 1mt+ 3+ 91+ 157 1+ 3+ 111+ 131, 1mt+ 511+ 711+ 157,
1+ 51+ 9+ 131 Imt+ 71+ 91+ 117 31+ 51+ 710+ 1371 31+ 511+ 911+ 11T

11 Mdoglichkeiten fur die Summe 307t

I+ 31+ 51+ 211 I+ 3+ 710+ 191, A+ 31+ 91+ 1771 A+ 31+ 111+ 157, 1+ 511+ 711+ 17711,
I+ 51+ 9+ 151, I+ 5+ 11+ 131, I+ 710+ 91+ 131, 311+ 511+ 710+ 15711 311+ 5T+ 911+ 13T,
3+ 71+ 9+ 111

USW.
Man kann auch so ansetzen:

Aus den 4 Zahlen 11, 31, 511, 71tkann man auf eine Art eine Summe mit 4 Summanden bilden:
1mt+ 31+ 511+ 711= 16TL
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5
Aus den 5 Zahlen 1m, 31, 5m, 711, 9tkann man auf [4} =5 Arten eine Summe mit 4 Summanden bilden,

also kommen noch 4 weitere Moglichkeiten im Vergleich zu oben hinzu:
Im+ 3+ 51+ 9= 1871, 1+ 311+ 710+ 911= 207, 1710+ 570+ 770+ 910 = 227, 310+ ST+ 770+ 911 = 241U

6
Aus den 6 Zahlen 11t 31, 511, 71, 911, 111tkann man auf (4] =15 Arten eine Summe mit 4 Summanden

bilden, also kommen noch 10 weitere Mdglichkeiten im Vergleich zu oben hinzu (néamlich alle Summen, in
denen 11lmals Summand vorkommt), das sind also alle Mdglichkeiten mit drei Summanden, fir welche die

5
Zahlen 1, 31, 51, 711 9minfrage kommen, das sind (3] =10 :

Imt+ 31+ 51+ 111t= 201, Im+ 31+ 71+ 111m= 221 1t+ 31+ 91+ 111t= 11+ 51+ 711+ 111m= 24711
Imt+ 51+ 91t + 11mt= 31+ 51+ 710+ 111m= 26711 1+ 771+ 911+ 11711= 3711+ 571+ 911+ 11711= 28T,
3+ 710+ 911+ 111t= 3071 511+ 7710+ 9711+ 11711= 3271

7
Aus den 7 Zahlen 1t 31, 51, 711, 911, 11711, 131mkann man auf (4} = 35 Arten eine Summe mit 4

Summanden bilden, also kommen noch 10 weitere Mdglichkeiten im Vergleich zu oben hinzu (namlich alle
Summen, in denen 11mals Summand vorkommt), das sind also alle Méglichkeiten mit drei Summanden, fir

6
welche die Zahlen 11, 3m, 51, 711, 911, 11Minfrage kommen, das sind (BJ =20 :

I+ 3+ 51+ 131t= 221, 1+ 31+ 71+ 131m= 2411 111+ 31+ 91+ 1311= 11+ 511+ 711+ 1311= 2671,

I+ 3+ 11+ 13rt= 11+ 51+ 91+ 131m= 31+ 51+ 711+ 1311= 28T,

Irt+ 5+ 11+ 13mt= 1+ 710+ 91t + 1311 = 311+ 511+ 911+ 13711 = 3071,

I+ 71+ 11+ 131t= 3+ 51+ 11+ 131= 3+ 71+ 91t + 1311 = 32711,

I+ 9m+ 11+ 131t= 3+ 71t + 11+ 131 =51+ 711+ 911+ 1311 = 34T,

3+ 9+ 11+ 131t= 51+ 71+ 11+ 131m= 367 511+ 9+ 111+ 1311= 387, 711+ 911+ 1171+ 1311 = 40710

usw.

Eine andere Mdglichkeit ist, die Anzahl der Méglichkeiten mithilfe von Dualzahlen mit Quersumme 4 zu
bestimmen (vgl. A 4.2).

Oder man wahlt die oben beschriebene graphische Methode, bei der man den Uberstand zu einem Quadrat
mit 16 Steinen untersuchen muss ... (wie in der Abbildung, dargestelltist 1 +5 + 7 + 11).

O
O0000O
0000000
OO0O00O0000000O

zu A4.4:

Wenn beide Flachen gleich groR3 sind, dann ist die innen liegende Kreisflache halb so grof3 wie die gesamte
Kreisflache. Fir die Radien der beiden Kreislinien gilt dann, dass rygen = \/E lnnen, denn flr die Flachen gilt:
grun + hellblau = 1t rayen? = 2 * (T Finnen?) = 2 - hellblau. Da \/E keine rationale Zahl ist, also nicht als Bruch
zweier naturlicher Zahlen dargestellt werden kann, gibt es keine geeigneten Kreisringe mit der Breite 1 LE.
Entsprechendes gilt fur die zweite Figur, bei der die Gleichung raygen = \/5 linnen €rfullt sein misste.

AuRerdem musste gelten: ryige = \/E Finnen
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Bei der dritten Figur gilt zwar, dass der Radius des duR3eren Kreises doppelt so grof3 ist wie der des blau
gefarbten Kreises innen (die rot gefarbte Kreisflache ist halb so grof3 wie die gesamte Kreisflache), aber es

musste aul3erdem gelten: I'zweiter Kreis von innen = 2 * Tinnen und aulRerdem Idritter Kreis von innen = V 3 * Tinnen

zu A4.5:

In den abgebildeten Figuren sind die inneren 5 Kreisringe hellblau gefarbt; sie haben zusammen einen
Flacheninhalt von 52 = 25 FE. Insgesamt umfasst die Figur 7 Kreisringe mit dem Flacheninhalt 72 = 49 FE,
d. h., die griinen Kreisringe haben einen Flacheninhalt von 72 — 52 = 24 FE.

, 72 (7Y 7 o )
Es gilt also g = g = 2. Der Bruch g ist also ein Naherungswert fir \/E Aus der

a
Kettenbruchentwicklung von x/E (vgl. Kap. 3) ergibt sich, dass man aus dem Bruch B jeweils bessere

.- at
Néherungen mithilfe von
a+b

. 7 17 .4
erhalt, also aus — entsprechend — und weiter —.
5 12 29
ZuA4.6:

5 19 71
Aus der Kettenbruchentwicklung von \/§ ergeben sich als erste Naherungsbriiche: 5 E E. d. h., die
Kreisflachen stehen im Verhaltnis: 251 zu 91, 3611 zU 1211, 504111 ZU 1681TT.

zZzuA4.7.

Dadurch, dass der Mittelpunkt der Kreise jeweils verschoben ist, nimmt die Mdglichkeit ab, die Radien
miteinander zu vergleichen.

zu A 4.8:
(1) Abgebildet sind Kreisringe mitr =1 und r = 2, also Agep = 11tuNd Agrin = Aneliblau = Aplau = (3TD/3 = 1Tt

Es kdnnte auch sein, dass Vielfache der Radien fiir die Abbildung verwendet wurden,
hieralso z. B.r =2 und r = 4: Agep = (1 + 3) - 11=41tund Agrin = Aneliblau = Aplau = (BTT+ 7T0/3 = (121)/3 = 4™

Entsprechendes gilt auch fiir die folgenden Abbildungen.

(2) Apink = 11T Apjawviolett = (5T9/5 = 1Tt

(B) At =11 Argsa = (TT)/7 =1 11

(4) Ageib = 110+ 311= 4TG Apeiiplau = (7T1+ 91)/4 = 411

(5) Avosa = 115 Apjawgold = (3T + 51)/8 = 1T

(6) Aplau = 31T+ 5T1= 8T, Apjaugrau = (77T+ 911+ 1111+ 131)/5 = 811
(7) Aorange = 3TG Apraun = (7T1+ 91T+ 1110)/9 = 3T

(8) Agiiy = 5T+ 711= 1278 Agrgn = (97T+ 1171+ 1311+ 15M)/4 = 121
ZUA4.9:

e Figur 1: Die gesamte Flache von 491tist orange gefarbt.

» Figur 2: Die gruin gefarbte Flache und die hellblau geféarbte Flache sind gleich grof3:
Yo (Imt+ 31+ 511+ 711+ 911+ 111+ 13mM) =% - 491m=24,5 11

» Figur 3: griin = violett: % - (11t+ 51+ 711+ 111+ 13mM) =% - 37m=18,5" 1
blaugrin: 3+ 91t = 1211
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e Figur 4: gelb = orange: %2 (Im+ 7m+9m =% - 17m=8,51
rot =rosa: ¥z - (3rt+ 51+ 111+ 13m) = % - 3211 = 16T

e Figur 5: rot = orange: ¥z - (1t+ 91+ 11m) =% - 21t= 10,51t
rosa =gelb: %2 - (3m+ 71+ 13mM =% -23n=115"T1
braun: 51

e Figur 6: grau = blauviolett: ¥2 - (11t+ 111+ 13mM =% - 25m=125 1
blau = lila: ¥2 - (31t+ 91) =% - 1211= 6TT
hellblau =rot : ¥ - (1t+ 7m) =% - 1211= 6T1

¢ Figur 7: hellblau = blauviolett: %2 - (1mt+ 13mM) =% - 14nt="711
grin =lila: %2 - B+ 11m =% - 14n=71
gelb=rot: 12 - (51+ 9mM) =% - 14n1=7T
orange: 71t

e Figur 8: braun = blauviolett: %2 - 1t=0,5- 1t
rosa = blaugrau: ¥z - (3rt+ 131) =% - 1611= 811
gelb = hellblau: %2 - (51 + 111) =% - 167T1= 8T
orange = grun: ¥z - (711+ 91) = %2 - 1611 = 8T

e Figur 9: blau = braun: %2 - 1mt=0,5-T11
blauviolett = orange: %2 - 3m=1,5" Tt
grau =rot: ¥z - (51 + 13m) =% - 1811= 91
grun = lila: %2 - (7mt+ 111 = %2 - 181= 91
hellblau: 91t

zu A 4.10:
a)

b)

c)
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O Y

Uy

zu A 4.11: Und welche Muster haben Sie noch entdeckt?

ZUA4.12:

Ny,

Mithilfe der Beziehung sin(a) = (R —r)/e kann aus den gegebenen GréRen r, R und e der Winkel a bestimmt
werden. Die Gesamtlange u der Bahn ergibt sich aus den Léangen der Bégen auf den beiden Kreisen sowie
den beiden geraden Strecken der Lange x. Die Lange x kann mithilfe des Satzes von Pythagoras oder
mithilfe des Kosinus von a berechnet werden: cos(a) = x/e:
27101 [(180° - 2a)  277[R [{180° +2a)

360° 360°

=2e[tos(a)+ ¥ Eﬁl—%)ﬂr[ﬁ? E€1+ a j

90°

u=2x+b +b; =2e E:os(a)+

zu A4.13:

({%
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Der halbe Schnittwinkel zwischen den sich schneidenden Tangenten werde mit a bezeichnet.

Bei gegebenen Radien r und R sowie dem Abstand e = e; + e, zwischen den Mittelpunkten ergeben sich
folgende Beziehungen:

+
sin(a) = %; hieraus kann o bestimmt werden. Weiter gilt: tan(a) = R+ .
. R+r T,
Hieraus folgt: X = , also gilt fiir die Lange u der Laufbahn
tan(a)
+ °+ °+ +
4 =2DR ro, 2 [{180° + 2a) N 2[R [{180° + 2a) :ZDR r + 7R +r)EE1+ a j
tan(a) 360° 360° tan(a) 90°

Wenn die mittlere von mehreren Bahnen durch die Radien r und R sowie den Abstand e festgelegt ist, dann
ergibt sich fur die Bahn, die im links abgebildeten Teil innen liegt, ein Radius von r — d, rechts dafir ein
Radius von R + d, wobei d der Abstand der Bahn-Mittellinien ist. Der Abstand e der Mittelpunkte der Kreise
sowie der Schnittwinkel a bleiben gleich. Daher sind die beiden Bahnlangen gleich. (Entsprechendes gilt fur
die AuRenbahn links / Innenbahn rechts.)

Ersetzt man im Term fir u die Summe R + r durch e - sin(a), dann ergibt sich:
u=2 EIM + rle [3in(a) [€1+ j =e EEZ [cos(a) + r(sin(a) [€1+ 96(;°H

tan(a)
Wenn man eine solche Bahn in einem typischen Leichtathletik-Stadion mit 400 m-Bahn einrichten wiirde
(r=R =36,80 cm, e = 84,40 m), dann ware a = 60,7° und die Laufbahn hétte eine Lange von ca. 470 m.

a
90°
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