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Hinweise zu den Anregungen zum Nachdenken und fire  igene Untersuchungen

zu A 3.1:

Spieler 1 gewinnt nach Spielregel 1, wenn die Anzahl der Quadrate, die eingezeichnet werden kénnen,
gerade ist; er gewinnt nach Spielregel 2, wenn die Anzahl der Quadrattypen (also der Quadrate mit
unterschiedlicher Grof3e) eine gerade Zahl ist.

Die folgende Tabelle enthalt eine Ubersicht (die man entsprechend fortsetzen kann), wie dieax b -
Rechtecke (also der Breite a und der Hohe b) in mdglichst groRe Quadrate zerlegt werden kénnen.

Den verschiedenen unterlegten Farben kann man entnehmen, welcher Spieler das Spiel nach Spielregel 1
oder 2 gewinnt:

Spieler 1 gewinnt nach Spielregel 1 und nach Spielregel 2.

Spieler 1 gewinnt nach Spielregel 1 und verliert nach Spielregel 2.

Spieler 1 verliert nach Spielregel 1 und gewinnt nach Spielregel 2.

Spieler 1 verliert nach Spielregel 1 und nach Spielregel 2.

b a- |1 2 3 4 5 6
1 1-12
2 2-12 | 1-22
3 3-12 [1-22+2-12 |1 -3
4 4-12 | 2-22 1-32+3-12 1-42
5 5-12 [ 2-22+1-12 |[1-32+1-22+2-12 |1-42+4-12 |1 -52
6 6-12 | 3-22 2-3 1-42+2-22 |[1-52+5-12 |1-62
ZUA3.2
10 1 13 1 11 1
1 ——3 ==[3;3 2) —=3+=-=[3;4 3) —=2+-=[2;5
(1) : =[3:3] @ 4 2 [3;4] ®) % c [2; 5]
(4)£_2 S 2+%:2+ 11:[2;15]
6 6 1+
5 5
(S)E—Z Z- 2+%:2+ 1 =[2;3,2]
7 I 341
2
(6)£:2+§=2+i:2+ 1 =2+ 1 :2+;:[2;2'l2]
8 8 8 2 1 1
- 2+ = 2+§ 2+ 1
3 3 3 1+ 1+
2
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zZuA3.3:
[a,;a,,a,,a,]=a +;-a+ !
02Tl ™ %o 1 % a@m M, ta ta,
a + 1
a,+ - a, @, +1
a‘3

_ 8 (a, (8, (&, +a, (&, +a, [a; +a, [a; +1
almz Di3 +a1+a3

zu A 3.4:

Wenn beispielsweise im Kettenbruch-Term [ ay; a; , a, , az] fur a3 gilt: a; = 1, dann ist der letzte gemischte

1

Bruch im Kettenbruch gleich a, +—, also a, + 1, d. h,, der letzte gemischte Bruch enthalt gar keinen
3

Bruch, sondern ist eine natlrliche Zabhl.

Esgiltalso: [ap;a;, as, ---; @n1, 1] =[a0; a1, 82, ..., @n1+ 1]

zu A 3.5:
1+;1:1+%:1+ 14 :1+3—]&):1+E:£
2+ 1 2+ L L4 30 30 30
341 13 13 13
4 4
zu A 3.6:

Zerlegung eines 3x5-, eines 2x3- sowie eines 1x2-Rechtecks mit Viertelkreis-Spirale

zu A 3.7:
Mithilfe von (3.1) ergibt sich:

1
02 n]_1E2Dh+1+n_3n+1_3+n 3
2+l 2n+l ,, 1 2

n

das Verhéltnis der Seitenldngen des Rechtecks geht gegen 1,5 — die Seitenlangen der Rechtecke nahern
sich immer mehr dem Verhaltnis 3 : 2.

Mithilfe von (3.2) ergibt sich:

2

1,2 n]_lELE?_Dh+1EL+1Dh+ZDh+1_5n+2_5+n 5

Y 12 +1+n 3n+1 3+1 3
2
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zu A 3.8:

Quotient der 5 8 —= 13 21 34

Seiteniangen | 5 =25 | =26 | =26 5 = 2625 T3 - 261538...
Zerlegung [2;2] [2;1,2] [2;1,1,2] [2;1,1,1,2] [2;1,1,1,1,2]

Diese Quotientenfolge durchlauft die gleichen Werte wie die Quotientenfolge von aufeinanderfolgenden
Fibonacci-Zahlen, vermehrt um 1, wie man allgemein wie folgt nachweisen kann:

fn+1 = fn +fn—l - fn +1
f f f

n-1 n-1 n-1

zu A 3.9:

sl

a+b b

a+b b

Der erste Quotient beschreibt ein Rechteck mit den Seiten a und b (das Rechteck zum Kettenbruch [1; 2] ist
griin gefarbt). Dieses Rechteck wird beim Ubergang zum Kettenbruch [1; 2, 2] ergénzt um ein Quadrat mit
Seitenlange b und um ein Quadrat mit Seitenlange a + b, sodass ein Rechteck mit den Seitenlangen

(a+b) + bund a + b entsteht.

Dies gilt auch fiir die nachsten Schritte, vgl. Abbildung links.

zu A 3.10:
Quotientder | 5  — 19 — 71  —
Seitenlangen | 3 =16 1 =172 21 =173170
Zerlegung [1;2,2]] [1;1,2,1,2] [1;1,2,1,2,1,2]
Kettenbruch 1+ 1 1+ 1 1+ 1
1 1
1+ = 1+——— 1+
1 1
2+ 24 =
1 1
1+— 1+71
2 o4 .
1+
2

Bei dieser Folge von Quotienten wachsen die Werte immer langsamer an und streben gegen einen

Grenzwert:

. a I y .
Setzt man flr den ersten Quotienten B dann gilt fir den nachsten Quotienten

Fur den Grenzwert gilt daher:

2a+3b
a+2b
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g:2a+3b
b a+2b

= alfla+2b)=(2a+3b)[ = a2+2ab=2ab+3I? = a2=I? = (

a 2
_j :3
b

Der Grenzwert der Folge ist also gleich [1;1,_2] = \/1_3 . Die Rechtecke dieser Folge konvergieren gegen ein

Rechteck mit dem Seitenverhéltnis \/L_’»: 1.

zu A 3.11:
Quotient der 3 _ 7 _ 17 _ — | 41 _ 99
Seitenlangen 518 5714 | 571416 | = =14137.. | —0=1414285..
Abweichung von /2 | *+0.085786 | -0,014214 | +0,002453 -0,000421 +0,000072
Quotient der 5 .= 19 71 265 989
A —=16 —Z=172 | ===173170| £== =1732026... | === =1732049...
Seitenlangen e BRI It 153 ° 571
Abweichung von | -0,065384 | -0,004778 -0,000343 -0,00025 -0,000002
V3
zu A 3.12:
ozelfoon)aebE AR, 2
\/5 + 2) 2+ \/_ opos 2
2+46
=2+ L =2+ 1
1 1
2+ 2+ 1
2+/6 242+ 1
2+
2+4/6

=2+ - =[2:2,4]

2+

1
4+
1
2+ 1
2+2+
2+ 1
2+./6
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7-2)7 +2) 3 1 1
ﬁ:2+ﬁ—2 :2+(\/_, \ =2+ =2+ =24 —
(7-2 W7 +2) 247 T 247 T V71
3 3
=2+ 16 =2+ 11 =2+ 11 =2+ 11
1+Hf—) 1+\/_7 1+ \/_ 1+—6
3007 +1 7+1 1 V7L 1+
2 2 2E6ﬁ+1)
=2+ 11 =2+ 11 =2+ 11
1+ 1 1+ 1 1+ 1
1+ 1+ 1+
J7+1 1+ﬁ—2 1+ 1
3 3 2++7
=2+ 11 =.=[2;1,1,1,4]
1+ 1
1+ 1
1+ 1
2+2+ 1
1+ 1
1+
1+ 1
2+4/7
zu A 3.13:

1
Betrachtet man beispielsweise den Kettenbruch [a; b], also a +B, dann ist der Kehrwert davon gleich

1
1

0+ 1 also [0; a, b].

a+= a+-=
b b

Allgemein sind also [0; a3, ay, as, -.., a,] und [as; ay, as, ..., a,] Kehrwerte voneinander.

zu A 3.14:
Nach den Anfangswerten 4/1 = [4;] und 9/4 = [2; 4] sowie 16/9 = [1; 1, 3, 2] tritt eine RegelmaRigkeit auf:

25/16 =[1;1,1, 3, 2]
49/36=[1; 2,1, 3, 3]
81/64 =1[1; 3, 1, 3, 4]
121/100 =[1; 4, 1, 3, 5]
169/144 =[1;5, 1, 3, 6]
allgemein:

(2n+1)3(2n)2=[1;n-1,1, 3,n]

36/25=[1; 2, 3, 1, 2]
64/49 = [1; 3, 3, 1, 3]
100/81 =[1; 4, 3, 1, 4]
144/121 = [1; 5, 3, 1, 5]
196/169 = [1; 6, 3, 1, 6]

(2n)3(2n-1)2=[1;n-1,3,1, n-1]
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