Heinz Klaus Strick: Mathematik ist wunderwunderschon, Springer-Verlag, ISBN: 978-3-662-63108-9

Hinweise zu den Anregungen zum Nachdenken und fur eigene Untersuchungen

zu A 3.1:
(a)
Alinse _ 2 Ap+4-Ay, 2R +8. Anp . 2.7,
Az ireise 10-Ap +8-Anp  10-Ap +8-Anp  10-Ap +8- Ay,
L1 2 A +2- A Z A 1

"5 2. A +8-Ay 10-A,+8-Ay 5

weitere (grobe) Abschétzung (nach oben):

Aunse _ 2 Ap+4:Ay 5 A +4-Ay  3-A 1
Ap wreice 10-Ap+8 Ay 10-Ap+8-A,, 10-Ap +8 Ay 2
(b)

ALinse=2'A0+4'AAb22'A0+2'AAD+ 2- Ao

Akreis 6-Ap+6-Ap, 6:-Ap+6-Ay, 6:-Ap+6-Ayy

12 A2 A 2 Ay 1

3 2-Ap+2-Ay, 6-Ap+6-A, 3

weitere (grobe) Abschéatzung (nach oben):

Alinse _ 2-Ap+4-App _4-Ap+4-App 2-Ap 2

AKreis_G'AD+6'AAb_6'A|3+6'AAb 6'AD+6'AAb 3

(©)

Avonda _ 4 Ao +2-Anp _ 3 Ay +2:-Agp . 3. A

Ao kreise 10-Ap+8-An, 10-Ap+8-A,, 10-Ap +8-Ay,
Ao +2-App 3 Aap 1

>
Ay +2-Ay 10-Ay+8-A, 4

|
[INISITNTS)]

weitere (grobe) Abschatzung (nach oben):

Avond  _ 4-Ap +2-App _4'AD+%'AAb_ %'AAb 2

= = <
A27Krei3e 10AD +8'AAb 10AD +8‘AAb 10AD +8'AAb 5

zu A 3.2:

(a) Die Ungleichung gilt, da die beiden Zahler gleich sind, aber der Nenner des Bruch rechts vom
Ungleichheitszeichen gréRer ist als der Nenner links.

(b)

Alinse _ Sxblau +2xgold S Sxblau+2xgold 1 sowie
Axreis 12xblau+6xgold 15xblau+6xgold 3

Alinse  5xblau +2xgold 4 x blau + 2 x gold 1xblau 1
= = + > = und
Axreis 12xblau+6xgold 12xblau+6xgold 12xblau+6xgold 3

Alinse _ 5xblau+2xgold ~ 5xblau+3xgold 3> gold <> ~0417
Aceic  12xblau+6xgold 12xblau+6xgold 12xblau+6xgold 12
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(©
Avond _ 7xblau+4xgold  7xblau+{3xgold

%x gold

= = +
Ay _keise 19xblau+10xgold 19xblau+10xgold 19 xblau +10 x gold

Avona _ 7xblau+4xgold ¥ xblau+4xgold

3
2 X blau

> A ~ 0,368
19

2

= = — < —
Ao kreise 19xDblau+10xgold 19xblau+10xgold 19xblau+10xgold 5

zu A 3.3:
Figur Anzahl Dreiecke Anzahl Kreisabschnitte
(rosa) (violett)
Kreis 6 6
gleichseitiges Dreieck 1 0
3-Kreise-Figur 13 9
Einzelflache griin 3 1
Einzelflache orange 1 1
Teilflache oliv 1 2

(@)

Agiv _ 1xrosa+3xviolett  1xrosa+ 1xviolett

2 x violett 1
>

Aceis 6xrosa+6xviolett  6xrosa+6xviolett 6 xrosa+6xviolett 6

Agiv _ 1xrosa+3xviolett 3 xrosa+ 3xviolett

2xrosa 1

Aceis 6xrosa+6xviolett 6xrosa+6xviolett 6xrosa+6xviolett 2

(b)

Agun _ 3xrosa+1xviolett  1xrosa+1xviolett

2xrosa 1

Aceis 6xrosa+6xviolett  6xrosa+6xviolett  6xrosa+6xviolett ~ 6

Agun _ 3xrosa+1xviolett  3xrosa+3xviolett

2 x violett 1
<

Aeis 6xrosa+6xviolett 6xrosa+6xviolett 6xrosa+6xviolett 2

(€)

Aorange  3xrosa+3xviolett 1

Aceis  6xrosa+6xviolett 2

(d)

Avliviorange _ 4xrosa+6xviolett 4 xrosa-+ 4 xviolett 2 xviolett 2
Axreis 6xrosa+6xviolett 6xrosa+6xviolett 6xrosa+6xviolett 3
Avliviorange _ 4xrosa+6xviolett _ 6xrosa+6xviolett 2xrosa
Axreis 6xrosa+6xviolett 6xrosa+6xviolett 6xrosa+ 6 xviolett
(e)
As yreise 13 xrosa+9xviolett  9xrosa+ 9 xviolett 4 xrosa 3
Axreis 6xrosa+6xviolett 6xrosa+6xviolett 6xrosa+6xviolett 2
As_kreise _ 13 xrosa+9xviolett _ 13xrosa+13xviolett 4 xviolett < 13 2167
Axreis 6 x rosa + 6 x violett 6 x rosa + 6 x violett 6xrosa+6xviolett 6 '
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zu 3.4:
Figur Anzahl Zweiecke (blau) | Anzahl Dreiecke (gold)
Kreis 12 6
gleichseitiges Dreieck 1,5 1
3-Kreise-Figur 24 13
Einzelflache griin 5 3
Einzelflache orange 2 1
Teilflache oliv <) 1

(@)
Agiv _ 3xblau+1xgold  2xblau+1xgold 1x blau 1

Agreis 12xblau+6xgold 12xblau+6xgold 12xblau+6xgold 6

Agiiv _ 3xblau +1xgold _ 3xblau+15xgold 0,5 xgold 1

= = <
Axris l12xblau+6xgold 12xblau+6xgold 12xblau+6xgold 4

(b)

Agun _ 5xblau +3xgold _ 5xblau+25xgold 0,5x gold 25 o417
Avreis 12xDblau+6xgold 12xblau+6xgold 12xblau+6xgold = 12

Agrin _ 5xblau+3xgold ~ 6xblau+3xgold 1xblau 1

Aceis 12xblau+6xgold 12xblau+6xgold 12xblau+6xgold 2

(c)
Aorange _ 6 x blau + 3 x gold _ 1

Aco  12xblau+6xgold 2
(d)

Avliviorange _ 9xblau+4xgold  8xblau + 4 x gold N 1x blau o 2

Areis 12xblau+6xgold 12xblau+6xgold 12xblau+6xgold 3
Aoliv+orange _ 9 x blau + 4 x gOld _ 9x blau + 4,5 X g0|d _ 0,5 X gOld < E

Areis 12xblau+6xgold 12xblau+6xgold 12xblau+6xgold 4
(e)
Ag yreise 24 xblau+13xgold 24 xblau +12xgold N 1xgold

Areis 12xblau+6xgold  12xblau+6xgold 12xblau+6xgold

A3 kreise _ 24xblau+13xgold _ 26 xblau +13xgold 2 xblau <1322167

Aceis  12xblau+6xgold ~ 12xblau+6xgold 12 x blau + 6 x gold

zu A 3.5:

Ein regelméRiges 6-Eck setzt sich zusammen aus sechs gold-farbigen konkaven Dreiecken sowie aus neun
blau-farbigen Zweiecken. Wegen blau ~0181-r?und gold ~ 0,161 r*folgt:

6 x gold 0966

Anteil gold = ~
6xgold +9xblau 2595

~ 0,372 =37,2%,, also Anteil blau ~ 62,8 %.
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zu A 3.6:

In der nebenstehenden Grafik kann man bzgl. des Radius R des kleinen Kreises ablesen:

IMZ|=%2=R+(r-h), also

R=0—(r—h)=4.h—r=4%4.5.\3-r z

=(2-4/3-1)-r~0,1547-r A 2
M

Diese Kreise haben daher jeweils den Flacheninhalt A = 0,0752. h

Fur den Farbanteil der gold gefarbten Flachen gilt daher

12 x AZweieck +6x AKreis ~ 3’ 100 ~ 0, 087 = 98’ 7 % P

2
T-r T

zu A 3.7:
oliv ~0,3151, gold ~ 01278 und blau =~ 0,0868.

grun = 1x oliv + 5x gold + 2x blau = 1,1277
rosa = 1x oliv + 2x gold + 1x blau = 0,6575
(4-Kreise-Figur = 9x oliv + 32x gold + 12x blau )

zu A 3.8:

(a) 4x rosa + 4x gold = 4x oliv + 12x gold + 4x blau

1-Kreis-Figur = 1x griin + 2x rosa + 3x gold + 1x oliv

= (1x oliv + 5x gold + 2x blau) + (2x oliv + 4x gold + 2x blau) + 3x gold + 1x oliv
= 4x oliv + 12x gold + 4x blau

(b) Halbkreis = 2x oliv + 6x gold + 2x blau

grin + oliv + gold = (1x oliv + 5x gold + 2x blau) + 1x oliv + 1x gold = 2x oliv + 6x gold + 2x blau

zu A 3.9:

oliv ~0,3151, gold ~ 01278 und blau =~ 0,0868.
2-Kreise-Figur = 6x oliv + 20x gold + 7x blau

7 x blau 06076

Anteil blau = : ~ ~0120 =120 %,
6 xoliv+20xgold +7 xblau 5,0542

Anteil gold = _20xgold ~ 2996 0506 =506 %,
6 xoliv+20xgold +7 xblau 50542

Anteil oliv = 6 x oliv ~ 28908 374 -37.4%,

6 xoliv+20xgold +7 x blau 50542

zu A 3.10:

oliv ~0,3151, gold ~ 01278 und blau ~ 0,0868.
1-Kreis-Figur = 4x oliv + 12x gold + 4x blau

braun = 4x oliv + 8x gold + Ox blau = 2,2828 (72,7 %)
violett = Ox oliv + 4x gold + 4x blau = 0,8584 (27,3 %)
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zu A 3.11:

Die dunkelblau gefarbten Flachen sind von den 2-Kreise- und 3-Kreise-Figuren bekannt: blau ~0181.r?
hellblau = Linse — 2x blau = 1,228 - r»—2 - 0,181 - r* = 0,866 - r?

griin = 1-Kreis-Figur — 3x blau — 2x hellblau=n-r2-3-0,181-r2-2- 0,866 - r>= 0,867 - r2

zu A 3.12:

Fur den Durchschnitt Ap zweier Kreise mit gleichem Radius r, deren Mittelpunkte die Entfernung a haben,
gilt:

A, =2-r%.g-a-y=2-r?.arccos(2)-a-rz—(f

Beispiel: Kreise um die Eckpunkte eines regelmalfigen 8-Ecks

Die Mittelpunkte der acht Kreise sind die Eckpunkte eines regelmaRigen 8-Ecks mit Seitenlange a. Der
Flacheninhalt des 8-Ecks ergibt sich aus den Flacheninhalten der acht gleichschenkligen Dreiecke mit
Grundseite a und einer Hohe h (in Rot eingezeichnet).

Far h gilt: tan(67,5°) =

Nl | o

,also h=%-tan(675°) =% (1+ \/5) somit

As_Eck=8‘%‘a‘h=2-a2‘(1+\/5)z4,828-a2

Jeder der 8 Kreise schneidet aus dem 8-Eck einen Kreissektor mit Mittelpunktswinkel 135° heraus; dessen

Flacheninhalt ist also gleich Ay, =12 -7-r2=2.7-r2 und besteht aus einem rosa gefarbten Flachenstiick

sowie aus zwei halben orange gefarbten Kreisdurchschnitten mit Flache Ap (vgl. oben).

Hieraus folgt:

Die rosa gefarbten Flachenstiicke haben insgesamt den Flacheninhalt: A, =2 -7-r2—-A,

Jedes der acht gleichschenkligen Dreiecke setzt sich zusammen aus zwei halben rosa geféarbten
Flachenstiicken, einer halben orange geféarbten Kreisdurchschnittsflache sowie einem Achtel der innen
liegenden hellgrau geféarbten Flache.

Fur das 8-Eck gilt demnach:
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2-a2.(1+ﬁ)=8-g.n.r2—8~AD +4-A, + A, also

‘\nnen=2'a2'(1+\/§)—8'%'ﬂ~r2+4-AD =2~a2-(1+«/§)—3-;z-r2+4~AD

Zusammengefasst gilt also:
blaue Flache: 8 - (n - r2—-2 - Ap)

Blutenblatter + innen liegendes Flachenstick: 8 - Ap + Ainnen

zu A 3.13:

Fur den Flacheninhalt eines regelmagigen n-Ecks mit Seitenléange 1 gilt: A, . =
Es gilt also die Gleichung: (1) 5- Ay, +5- Ageip+ 5 Apjay + 1+ Ay = 5

a.

h, 1
4 tan(180°/n) °

. 1
tan(36°) °

Die markierte Flache ist ein Kreissektor mit Mittelpunktswinkel 108°, also A; = %;
somit gilt: (2) 2- Agfﬂn +3- Agelb +4- Ablau +1 Apink = :;_g
Verbindet man die beiden unteren Eckpunkte mit dem Schnittpunkt der beiden Bégen durch diese

Punkte, dann entsteht ein gleichseitiges Dreieck mit Flacheninhalt A, = @ .

Betrachtet man nur eine der beiden Verbindungsstrecken, dann hat man einen Kreisausschnitt (ein

Sechstel des Vollkreises). Dieser Kreissektor hat den Flacheninhalt Agg_geyior = 5 -

Somit hat die Figur A, :§+2-(%—§):§—§.

Es gilt also die Gleichung: (3) 1- Ay + 2 Agerp + 3 Agjau + 1 Ak =5 — E

=
Verbindet man den unteren linken Eckpunkt des regelméafigen 5-Ecks mit dem oberen Eckpunkt der

Linse und diesen dann weiter mit dem rechts in gleicher H6he liegenden Eckpunkt des regelmafigen 5-
Ecks, dann entsteht eine Raute mit Seitenlange 1 und den Winkeln 72° und 108°. Der Flacheninhalt

dieser Raute ist Ag, e =SIN(72°).

Betrachtet man nur einen Bogen der Linse, dann hat der zugehorige Sektor den Flacheninhalt
Asx_sextor = % » - h., der Flacheninhalt der restlichen Flache der Raute ist sin(72°) — . Hieraus ergibt

sich als Flacheninhalt der Linse: A ;s =SIN(72°)—2-(sin(72°) - £) = %” —-sin(72°).
Es gilt also die Gleichung: (2) 0- Ay, +1- A+ 3+ Ayay +1- Ay = 22 —sin(72°)

Losung des linearen Gleichungssystems:

Anteil der Teilflachen: griin: ca. 8,20 %, gelb: ca. 9,74 %, blau: ca. 1,14 %, pink: ca. 4,59 %

zu A 3.14:
Aew =6-L; A, =2-(2-£)~0,181; Anteil: ca. 41,8 %.
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zu A 3.15:
Fir n > 6 setzt sich die Linse nicht mehr aus verschiedenen Teilflachen zusammen.

Deren Flacheninhalt kann dann direkt bestimmt werden: (1) Ay, = 2% —sin(3%%).
Wegen der besonderen Form der Gleichungen kann eine Gré3e nach der anderen bestimmt werden.

(4) einsetzen in (3) ergibt: Ay, =% -2 B _3. Agein=% —% —42 1 2.sin(3%%)

(3) und (4) einsetzen in (2):

Ablau =2 Agrun 3'Agelb
:ﬁ.ﬁ_z_n+£+8_ﬁ_4.sin(ﬂ)_6_n+3.sin(m):ﬁ_g z _ sin(26)
2n 3 2 n n n n 2 6

und schlieRlich:
Apink = ﬂ tan(180°/n) —-n- (Agrun + Agelb + Ablau) wobei

J3 ; J3 ; J3
Agiin + Agetn + Apjau = 22 -4242.5in(XL) + 22 _sin(BL) 422 L 4 2 _gin(T)=Z 423

SN

Der Anteil der grunen, gelben und blauen Flache zusammen an der Gesamtflache der Figur ist

n(/l'+\/7 /4

_(27[_,’_\/_ z). tan(180°)

n,_ 1
4 tan(180°/n)

zu A 3.16:

D
=

zu A 3.17:

zu A 3.18:

Die cyan- bzw. goldgeféarbten Flachen sind jeweils gleich grof3. Wenn der &ufRere Kreis den Radius 1 hat,
dann haben die vier abgebildeten Kreise insgesamt den Flacheninhalt 2- (%)2 T+ 2- (%)2 - . Daher betragt
der Anteil der cyan bzw. gold geféarbten Teilflache an der gesamten Kreisflache jeweils

(4 @ -5 -3125%.
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zu A 3.19:

(a) Die grol3e Yin&Yang-Figur, die der halben Kreisflache entspricht, umfasst je zwei griin, blau und oliv
geférbte Teilflachen, die kleine Figur, die einer Viertel Kreisflache entspricht, entsprechend jeweils eine griin,
blau und oliv gefarbte Teilflache. Es gilt also: griin + blau + oliv = % T

(b) Die Figur in der vierten Abbildung umfasst die halbe Kreisflache vermindert um zwei halbe Viertelkreis-
Flachen, also eine Viertelkreis-Flache. Die Figur in der fiinften Abbildung ist Viertelkreis. Da sich die beiden
Flachen nur in den zwei oliv-frabenen bzw. blau-geféarbten Teilflachen unterscheiden, sind diese gleich grof3,
also: blau = oliv .

(c) In der sechsten Abbildung ist ein Quadrat mit Seitenlénge 1 abgebildet, ergdnzt um vier halbe
Viertelkreise; der Flacheninhalt dieser Figur ist also: %~7r +1=4-(grin + blau) . Andererseits ergibt sich diese

Figur auch dadurch, dass man von der Kreisflache vier oliv gefarbte Teilflachen herausnimmt, also © — 4- oliv
Da nach (b) aber gilt blau = oliv , kann man die Informationen aus der sechsten Abb. auch so
zusammenfassen: % -r+1=4-(grin+blau) =7 —-4-blau.

Aus -7 +1=7—4-blau ergibt sich: blau =4 - (% ¥ —1): %-7—2~01427 = oliv (fir jeweils eine der vier
Teilflachen).

Aus 4-(grin+blau) = 7 —4-blau < griin =%-(;z—8.b|au)=%.;z—z-(l-;z—i):o,s.

Die Flachenanteile der einzelnen Farben sind demnach:

AgrUn/AKreis ~ 0,6366 und Abiau/Akreis = Aoliv/Akreis ~ 0,1817.

zu A 3.20:
(a) Fur die rechts stehende Figur gilt:

Hat der umgebende Kreises den Radius 1 und bezeichnet man den Radius der in
die untere Kreishélfte hineinragende weil3e Halbkreisflache in der Abbildung
rechts mit k, dann ist der Radius der in die obere Kreishélfte hineinragende graue
Halbkreisflache den Radius 1 — k.

Die weil3e Flache demnach hat den Flacheninhalt
Av =% -12. t+%-k2-t—% - (1-K)2 &

=% - (1+k¥-1+2k-k3) =% . -2k=n-k
Die graue Flache hat den Flacheninhalt
Ag=Y%-12. 1—% k2 -n+% - (1-K?2 n

=% .n-(1-k2+1-2k+k¥)=% -n-(2-2K)=n- (L —-K)
Das Verhéltnis der beiden Flacheninhalte betragt daher Aw: Ag=k: (1 -K)
k = 2: die gelb und die blau gefarbten Teilflachen stehen im Verhéltnis 3 : 2.
k = 2: die gelb und die blau gefarbten Teilflachen stehen im Verhaltnis 2 : 1.
k = %: die gelb und die blau gefarbten Teilflachen stehen im Verhaltnis 1 : 3.
(b) Die grau gefarbte Flache in (1) ist nur halb so groR3 wie die weil3e Flache, wenn
1-Kk:k=1lk-1=% < 1lk=1+% < k=23
Die grau gefarbte Flache ist nur ein Drittel so gro3 wie die weil3e Flache, wenn
(1-K):k=1Uk-1=Y o lk=1+Ys< k=3
Die grau gefarbte Flache ist nur ein Viertel so grol3 wie die weil3e Flache, wenn
(1-K :k=1lUk-1=¥Y <1lk=1+Ys=k="%s

usw.
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zu A 3.21:

Fur die erste Abb. gilt: Da der Radius des in die untere Kreishélfte ragenden gelb gefarbten Halbkreises ist
gleich 1/3 - r. Die gelb gefarbte Flache verhalt sich daher zur Restflache wie 1/3 zu 2/3. Aus
Symmetriegriinden gilt dies auch fur die blau gefarbte Teilflache. Daher bleibt fur die mittlere, blau gefarbte
Teilflache ebenfalls ein Flachenanteil von 1/3.

Entsprechend muss bei den anderen Grafiken argumentiert werden (orange + gelb ist genauso grof3 wie griin
+ blau, also gleich der halben Kreisflache; orange und blau macht jeweils ¥4 der Kreisflache aus usw.)

zu A 3.22:

(a) Die orange geféarbte Figur hat den Flacheninhalt 3 - 7 - r2, die gelb gefarbte dann 37 (%~r)2 =1.7.r2,

[

die griin gefarbte entsprechend -7 - (% af = L-7r? usw.

Um den Gesamtflacheninhalt zu berechnen, wendet man die Summenformel fir geometrischen Folgen an:

cger24l. g2 1 2 _1..2.(;L )_;..
TN g g5 I =57 1+4+16+..._ Tr

N
Al

Von der Figur wird also zwei Drittel der Kreisflache bedeckt.

(b) Die orange gefarbte Teilflache hat im Beispiel k = 2 den Flacheninhalt %'7[ r?, die gelb gefarbte dann

2. 2.3 rF=48.7.r2 die gri 4 2. .(i. )2_1_62. r2
£ (5 r) =155 7 1", die grun gefarbte entsprechend £-7-\J¢ 1| =325 71" usw.

Allgemein ergibt sich:

Kezr2 4k (-K)2 712 +k-(1-K)* 212+ =Koz 1214 (1-K)2 + (A-K)* +..)
. 2- 1 = k .ﬁ.rz_ 1 2
1-(1-k)* 2k —k? 2 -k

Im Beispiel mit k = Z ergibt sich ein Gesamtflacheninhalt von g-ﬂ r?

zu A 3.23:

(a) In der ersten Figur sind je zwei Halbkreisbégen nach unten und oben gezeichnet, also zusammen die .
Der Umfang der griin geféarbten Flache ist daher gleich u, =z -r +4~7z-%-r =2-7x-r,also genauso grof3

wie der Umfang eines Kreises. Entsprechend ergibt sich flr die zweite bzw. die dritte Figur
Ug=7-T+6-7-2-1=2-7-T bzZW. Ug =7 T +8-7- -1 =2-7-T .

(b) Aligemein gilt daher u, =z-r+n-z-1.r =2.7.r . Die Grenzwertbildung ist jedoch nicht méglich, da ein
Faktor Uber alle Grenzen wachst und der andere gegen null lauft:

u =z-r+o-7-0-r.

n—oo

Die letzte Figur ist also demnach keine Grenzfigur der Folge der vorher betrachteten Figuren, fur die ja stets
gilt u, =2-7-r.Fur die letzte Figur gilt: u, =7-r+2.-r =(z+2)-r *514-r .

zu A 3.24:

Bezeichnet man den Radius der n+1 in den unteren Halbkreis hineinreichenden kleinen Halbkreise mit a und
den Radius der n in den oberen Halbkreis hineinreichenden kleinen Halbkreise mit b, dann gilt

(n+1)-a+n-b=r.Wegen der Flachengleichheit gilt auRerdem (n+1)-a® =n-b?, also a= Ll ‘b.
n+

Einsetzen in die erste Gleichung ergibt dann (n+1)- ‘,nLl ‘b+n-b=r < (,/n -(n+1 + n)- b=r
+
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also b = ' und entsprechend a= [ .
Jn-(n+1) +n Jn-(n+1) +(n+1)
zu A 3.25:

Figur links: Der Durchmesser muss in 8 gleich grof3e Abschnitte unterteilt werden; Halbkreise mit Radius
1/8 - r und 3/8 - r werden nach unten und oben geschlagen.

Entsprechend muss im zweiten Bild der Durchmesser in 12, beim dritten in 16 gleich grof3e Abschnitte
unterteilt werden, Halbkreise mit Radius 1/12 -r, 3/12 - r, 5/12 - r bzw. 1/16 - r, 3/16 - r, 5/16 - r, 7/16 - r.

NN
G

zu A 3.26 und A 3.27:

Die Ringe aus Kreisen entstehen, wenn man bei einem regelmafigen n-Eck mit Seitenldnge s um die
Eckpunkte Kreise mit dem Radius s/2 und auf3erdem zwei Kreise um den Mittelpunkt des n-Ecks zeichnet,
welche den Kreisring von innen und von aufRen beriihren. Wir bezeichnen die Radien der n Kreise mit

r = s/2, den des inneren Kreises mit r und den des &uf3eren Kreises mit R.

)

|

Fir den Radius R des auf3eren Kreises gilt: R = r + 2rn.

Vof
Y

e

Die regelméRigen n-Ecke setzen sich aus gleichschenkligen Dreiecken zusammen, deren Winkel am
Mittelpunkt der Figur gerade der n-te Teil eines Vollwinkels ist. Die Hohe (=Symmetrieachse) dieser
Dreiecke unterteilt sie in zwei rechtwinklige Dreiecke, deren Hypotenuse gerade die Lange rn + r hat, die
Gegenkathete zum halben Mittelpunktswinkel a = 180°/n ist gleich rn.

=l —
n r+r, . [180°] " . (180°j non [180°j
SIn| Sin Sin
n n n

Hieraus kann jetzt die bedeckte Flache berechnet werden:

5 1+sin( oj
Daher gilt: sin(&j:r_n also ,__ ' . und g___ " n

2
Fir die bedeckte Flache im Kreisring gilt: A, =n -7 .SZ und fuir den Anteil dieser Kreise an der Gesamtflache

ergibt sich:
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. sin[”j sin[ﬁj
Bekanntlich gilt:  lim SIN(X) _1  oder auch im—""_1 dh jim—"_jimn -sin(zj -z
n

x=>0 X now T n—oo n—>o

n n

Der Grenzwert fir n — o« des Nenners von An/A ist offensichtlich gleich 1, der des Zahlers wird — wegen des
Quadrats von sin — also von sin(n/n) bestimmt, d. h., der Grenzwert ist gleich null, was auch plausibel ist: Mit
zunehmendem n nimmt die Anzahl der Kreise zu und die Flache des Kreisrings wird immer Kleiner.

Betrachtet man zuséatzlich den inneren Kreis, dann fillt dieser immer starker die gesamte Figur und der
Anteil der bedeckten Flache néhert sich 100%.

Die Veréanderung der Anteile kann man auch der folgenden Tabelle entnehmen; hierbei wurde die
Seitenlange s = 1 gesetzt:

n | Flache Radius Flache Radius Flache Antell Anteil Kreisring

Kreisring | Kreis innen | Kreis innen | Kreis auRen | Kreis auRen | Kreisring vom + innerer Kreis
auBeren Kreis| vom &uf3eren Kreis

3 2,356 0,077 0,019 1,077 3,646 64,6% 65,1%

4 3,142 0,207 0,135 1,207 4,578 68,6% 71,6%

5| 3,927 0,351 0,386 1,351 5,731 68,5% 75,3%

6 | 4,712 0,500 0,785 1,500 7,069 66,7% 77,8%

n | Flache Radius Flache Radius Flache Anteil Anteil Kreisring
Kreisring | Kreis innen | Kreis innen | Kreis auRen | Kreis auRen | Kreisring vom + innerer Kreis

auleren Kreis| vom &uf3eren Kreis

7 5,498 0,652 1,337 1,652 8,578 64,1% 79,7%

8 6,283 0,807 2,044 1,807 10,253 61,3% 81,2%

9 7,069 0,962 2,907 1,962 12,092 58,5% 82,5%

10| 7,854 1,118 3,927 2,118 14,093 55,7% 83,6%

20| 15,708 2,696 22,838 3,696 42,921 36,6% 89,8%

30| 23,562 4,283 57,640 5,283 87,695 26,9% 92,6%

40| 31,416 5,873 108,351 6,873 148,392 21,2% 94,2%

50 | 39,270 7,463 174,975 8,463 225,008 17,5% 95,2%

zu A 3.28:
(a) In A 3.23 wurde fur die Flachenanteile der Kreise im Kreisring gezeigt: An _ n. Sinz(ﬁj

A 2
(1+ sin(ﬂn
n
o o smz(—j
In den Féllen n = 7 und n = 8 kommt jeweils ein Kreis hinzu, also: ﬁ:(n+1)~ n

C )

Somit ergibt sich fiir n = 8 eine Packungsdichte von 73,25 % bzw. fir n = 9 eine Dichte von 68,94 %.

(b) Nach Angaben von https://de.wikipedia.org/wiki/Kreispackung_in_einem_Kreis
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istim Fall n = 10 der Radius des aul3eren Kreises ca. 3,813026-mal so grold wie der Radius der zehn innen

liegenden Kreise, d. h., der Radius dieser zehn Kreise betragt ;, die Flache der zehn Kreise
3,813026

r

2
— | -, die Packungsdichte daher ca. 68,78 %.
3813026

demnach 10-(

zu A 3.29:

Figur links: Die Mittelpunkte der inneren Kreise mit Radius r, die den &uReren Kreis berthren, sind
Eckpunkte eines Quadrats, dessen Seitenlange 4r betréagt. Die Diagonale des Quadrats ist daher nach dem

Satz des Pythagoras gleich dq = 4r 2 ; hieraus folgt, dass der Durchmesser des duf3eren Kreises gleich

dg +2r =4r N2 +2r=r-2. (ZJE +1), fur den der Radius R des aufR3eren Kreises demnach gilt:

R:r~(2\/§+1),also r= R ~0,261-R
2v2 +1
Figur rechts: Hier ergeben sich die Radien der innen liegenden Kreise aus einem regelmafiigen 8-Eck,
vgl. A 3.23, also
. [180°j . [180°j
1+sin sin .
R = M iro=r. - n < _R. n mit 180°/8 = 22,5°, also rs = 0,277 - R
. (180°j non (180°j " . (180"]
sin sinf —— 1+ sin| ——
n n n
zu A 3.30:

Die ineinander geschachtelten Kreisringe sind alle zueinander ahnlich. Der Anteil der durch Kreise
bedeckten Flache der unendlich vielen Kreisringe ist daher genauso grof3 wie der Anteil der bedeckten
Flache eines Kreisrings.

Die Flache eines Kreisrings berechnet sich nach der Formel:

Aging =7-(RZ=1?) =7 -(R=1)-(R+1) =721, - 2. — 0 —47. 0 __
. w . T . T
sm[—j sm(—j sm[—j
n n n
Daher ist der Anteil der bedeckten Flache gegeben durch:

n-rz-
AKreise —

4 N (ﬂ']

=—-SIn| —

ARing sin z 4 n
n

Furn — « ergibt sich der Grenzwert n/4 = 0,785398163...

Die Entwicklung der Folgenglieder kann man der Tabelle enthehmen:

n Anteil n Anteil

3 65,0% 20 78,22%

4 70,7% 30 78,396%

5 73,5% 40 78,459%

6 75,0% 50 78,4881%

7 75,9% 100 78,52690%

8 76,5% 1000 78,539687%
9 77,0% 10000 78,5398150%
10 77,3% 100000 78,53981505%
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zu A 3.31:

Die Mittelpunkte der Kreise eines Rings aus n Kreisen sind die Eckpunkte eines regelmafligen n-Ecks.
Bezeichnet man die Lange der Verbindungsstrecke des Mittelpunkts O der Figur mit einem der Kreis-
Mittelpunkte M des Kreisrings mit a, dann gilt im rechtwinkligen Dreieck OFM:

in(180° ) — —
sm(T)_g,also a = gl -

Der Radius des inneren roten Kreises ist a —r, der des auf3eren roten Kreises a +r.

Fur die goldenen Kreise des nachsten Kreisrings gilt, dass deren Mittelpunkte von O den Abstand a + 2r
haben. Die Mittelpunkte von zwei benachbarten goldenen Kreisen werden also vom Mittelpunkt unter einem
Winkel a. gesehen, fur den gilt:

sin(a) = 5

a+2r

Wenn man herausfinden mochte, wie viele der goldenen Kreise gezeichnet werden kénnen, muss nur das
ganzzahlige Ergebnis z der Division 360° : a ermittelt werden.

Hier ergibt sich:

n 3 4 5 6 7 8 9 |10 | 11 |12 | 13 | 14 | 15 | 16 | 17 | 18 | 19 | 20

z 9 |10| 11|12 | 13| 14 | 15| 16 | 17 | 18 | 19 | 20 | 21 | 22 | 23 | 24 | 25 | 26

In keinem der Félle ist 360°/a. ganzzahlig, und es fallt auf, dass hier firn = 3 gilt: n + 6 = z.

Verbindet man die Mittelpunkte der blauen Kreise durch eine Kreislinie, dann hat dieser Kreis den Umfang
Uy =27-a.

Zeichnet man durch die Mittelpunkte der goldenen Kreise einen Kreisbogen, dann hat dieser héchstens die
Lange

Ugoig =27 -(Q+2r)=27-a+47 -1 =Uyy, +47 -1 2 Upy,, +126-1 >U,,, + 6Bogen durch Kreise mit Radius r

In den zweiten Kreisring passen also sechs Kreise mehr als in den ersten und es bleibt eine Liicke.

zu A 3.32:
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Bezeichnet man in der abgebildeten Figur die Radien der auf3en liegenden grinen Kreise mit R sowie die
Strecke ON mit A, dann gilt hier analog zu oben die Beziehung

sin()= 2  also A= )

Im Dreieck OMN gilt gemaf} dem Kosinussatz:

INMJ2 =OM|2 +|ON[2 — 2 |OM| - |[ON| - cos(22°), also

(R +r)2:a2+A2—2-a-A~cos(%)

Ersetzt man die Variablen a und A gemaf (1) und (2), dann erhalt man

(R+r)? :ﬁ:+g—rf(z)—2mf:jm%jcos(%) und hieraus

R+ r)2~sin2(%): rz+R2-2-r-R ~cos(%)

Fur r = 1 ist also fur jeden Wert des Parameters n die folgende Gleichung mit der Variablen x = R zu l6sen:
(X +D2-sin 2(%) =1+Xx2-2-X- cos(%)

Dies ist eine quadratische Gleichung mit zwei Lésungen, namlich x2 als Radius der griinen Kreise und x: als
Radius der gelben Kreise, wenn die blauen Kreise den Radius 1 haben.

Mithilfe eines Rechners erhélt man die folgenden Naherungswerte:

n 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
x1 | 0,1010 | 0,2168 | 0,3108 | 0,3861 | 0,4471 | 0,4974 | 0,5394 | 0,5750 | 0,6056 | 0,6321
X2 | 9,8999 | 4,6116 | 3,2170 | 2,5900 | 2,2365 | 2,0106 | 1,8539 | 1,7390 | 1,6513 | 1,5821

Der Zusammenhang zwischen der Anzahl n der Kreise eines Kreisrings und der Radien der aul3en bzw.
innen berdihrenden, ringférmig angeordneten Kreise ist in der folgenden Grafik dargestellt.

Im Fall n = 8 ist der Radius der grinen Kreise fast genau doppelt so grof3 wie der der blauen Kreise —
fast genau, aber nicht ganz genau, wie man nachrechnen kann.

zu A 3.33:

Wenn der auRRere Kreis den Radius r hat (also die Gesamtflache griin+gelb gleich & - r?), dann gilt fir die

Radien der grun gefarbten Kreise: ry, =7-——.

J2n

Mdogliche Anordnungen firn=7, 8, 9:

zu A 3.34:
Die Ausgangsfigur ist ein blau gefarbter Kreis mit Radius r, =1 (LE), Umfang u, =2z (LE) und

Flacheninhalt A, =z (FE). In den Ausgangskreis werden sieben weil3 gefarbte Kreise mit Radius r, = 3
eingezeichnet.

Der Umfang dieser sieben Kreise betrégt u, =7 -2z -1 . Die Gesamtlange der Kreisumfénge ist

Uy +U, =27+ (1+ %) Der Flacheninhalt dieser sieben Kreise betragt A =77 -3 . Der Anteil der weil3
gefarbten Flache betragt p, = ¢ ~77,8%.
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Die sieben Kreise mit Radius r, = + werden zunachst blau gefarbt, dann werden in jeden dieser sieben

Kreise jeweils sieben weil’ gefarbte Kreise mit Radius r, = (%)2 eingezeichnet.

Der Umfang dieser 7 - 7 = 49 weillen Kreise betragt u, =72- 27 -1 . Die Gesamtlange der Kreisumfange ist

u0+u1+u2=27z~(1+§+(§)2).

Der Flacheninhalt dieser 49 Kreise betragt A, =727 - (%)2 =727 (%)2 Der Anteil der weil3 gefarbten Flache
betragt p, = (%)2 ~605%.

Figur rechts:

Die 49 Kreise mit Radius r, = & werden zunéchst blau gefarbt, dann werden in jeden dieser 49 Kreise

jeweils sieben weil3 gefarbte Kreise mit Radius r, = (%)3 eingezeichnet.

Der Umfang dieser 73 = 343 weilRen Kreise betragt u, = 73- 27 - = . Die Gesamtlange der Kreisumfange ist

u0+u1+u2+u3=27z-(1+%+(%)2+(%)3).

Der Flacheninhalt dieser 343 Kreise betragt A, =737 - (%)3 =737 (%)6 Der Anteil der weil3 gefarbten
Flache betréagt p, = (%)3 ~471%.
Grenzverhalten

Bei Fortsetzung des Verfahrens wachst der Gesamtumfang Uber alle Grenzen hinaus (geometrische Reihe
mit Wachstumsfaktor q =% >1), der Anteil des Flacheninhalts der weiR gefarbten Kreise geht wegen

P, = (%T gegen null.

zu A 3.35:
(@ ri=r2~3,989 ; a~ 2,5508

(b) r1 = 3,090 ; r2 ~ 4,370 ; da alle Franzdsisch Sprechenden auch Spanisch sprechen, liegt der F-Kreis
innerhalb des S-Kreises.

(C)ri~3,568; 12~ 3,989 ; a~ 3,397
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